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Ì �#��Í§�4��Î�ÏÐ�#���g���g�ª�����Y���#���©���#�g�����§Í©�4�#Ñ � �#�h�Ò�|�RÓ4�DÔ6�g�g�y�6�4������Ô#Ñ���Í������#�4�/�©���#�D���#�#�6�4�:�
�h�A���\Ó4�g���hÑÕ�6�g�4�#Ñ��DÍÒ�#�4��Ï<Í§�4�#Ñ � Ñ���Îh���������|�h�#ÎC�#�g���h�
Ö �����:���h�`�hÑ�ÑKÏÐÍ©�4�#Ñ � Ñ���Î4�����×���|�h�#ÎC��¼C���#�6�g�:Ó?�����4��Øf���h�.�8ÙfÔ6�\���|�_� �ÛÚ �g��Îh�g���q�4�����#�#�8�4�:�:Ü
���#�C�����hÑ�ÑÕ���#�Ý�������ÈÔ�¼Û�#���D� � Ó?�����×�h� � Ôª¼&�4��Ó?���#�C���È���#�Ý�q���g� � �4�Þ���C�¯�/�#Ñ��4�������\Ó4�g���hÑ
�4�#�6�4�:���#�#�������g�g�
Ï<�h�ß�h�������¯�q�#Ñ8������¼×���#�g�����©�g�4�����������g���h� � ���ÝØf���h�.�/à4�h�gá��#�g��ØA�_���h�����×�q�4�©Ô8�g���#���Ý¼×�¯��Ü
���g���|�hÑ8���\�q�g���g�hâ��q�4�<���ªÓ?�������#�D���Ò���È�g�4�ª�����?�#����¼����g���F�h���¯�C�_�<���#��ã��#��Ó4�g�������.¼��h�Kä<�g�����h��Ñ�Ñ��g�
�h� � �q�4�Ò�håK�g�����#�������q�#� � ���#�#�
Ïf��Í©�����|�_�#Î��©������¼��4��� � �|�_���������#�?�4Ñ8æ:çÛ�_���#�g�Y�_���������#���#� � ���#�4�g�#���g�#�:Í��������g�#�����|�_�n��Ñ����¯�#�
çQ�\���#� � �g���qè#�Õ�������#�g���§é��_���g��è#Ô6�g�:�����h�4�#�#���#� � Ï¤�/�q�4���Y�_�����4�#�:Ó4�g����������Ñ��#�#�_êf�h� � ���#�©é��g�?Ü
�������#� Ö �4�����¯���#�#�4���4�g���g���#�����|�_�n�×ëTé Ö7ìÈí �q�4��î|�|�h�#�g���hÑÕ���#�#�6�4�:�F� Ì �#�\¼Q�ª�FÓª�È���D���#���8�4�.Ü
����Ô#��Ñ��ï�¤¼y���Y�q�?�g�#���4�ð�Ý¼Q���g���F�h������â2���C���g�\�D�¯�/�6�g�:���DÔª¼ÛÓ?�����������#�Y�g�4�/�q�g���g�#�g�g�È�h� � ��� � �
�|�h�:���h�A�Ý¼C���g���F�h�����Û���P�q�4���g���4�P�g�4�#���������g�g�
Ï§Í§�4�#Ñ � �g���8�g�g�ñ�hÑ�Ñ�¼QÑ���Îh�ò���Y���|�h�#ÎÛØf���h�.�6ÏóÓ_�h�ôé��h���ªõh� � �h� � Øf���h�.��ö��4�|�hÑ �ð÷ ���h���g���q�4�
���#�6�g�:Ó?�������#�ò��� � �#�����#�D�Ý¼È�������§���×ø������#�gâª�q�4�f�Y�h�ª¼Ý�#�gÑ��/�q�#Ñ#�g�4�����g�ª���gâ��hÑ�Í§�F¼?�<�|�FÓ?���#�
���������q�4�§���D�h� � ���×�h�#�:Í©�g����¼Yá��#�g�:�����4�#�gâ8�h� � �q�4�§�|�RÓ?���#�����#�D� � �F�Ý�h�7�g�4�#��� � �g�����#�Ý���#�
Ù ÷ ØÐùC�h� � Ô#���h�#�¯�#���#���#���4�4���h���g�A� �#� �������4�|�hÑ�Ñï¼4âªÏ`���|�h�#Î����#��Ùf�#���4�8�F�h�Pã��#���4���q�4�<���#�g���
î|�|�h�#�g�ñ�hÑ����#�#�6�4�:�F�
Ö �#�:���#�g�����4���hâ2Ï�Í©�4�#Ñ � Ñ���Î4�����C���|�h�#Îôù����\Ó4�g� ì �hÑ�Ô#���h�ï���Û�q�4���#�gÑ��/�q�#Ñ � �����g�#�������4�#�È�hÔ6�4�/�
���#�×�gÑ�Ñ����/�����Ý�g�#�:Ó4�YØA�h��Ñ�Ñ����g�������#�g���h��Ï����|�h�#ÎôçÛ�_�����#�ñ�h�òúD���h�#���hâÕ���#�#�g�4���\�Èû��g�#�#âAö��hÑ��
ì �g��Î��Y�h�#�Q�h� � ��¼C�g�4Ñ�Ñ��F�h�4�#�g���_�Ò���#� Ú ù?ÏÐ�q�4�§�q���#�����q�#Ñ � �����g�#�������4�#�g�
Ú �g��� � �g�����|�_��Ï©���|�h�#Îy��¼y�g�4Ñ�Ñ��F�_�4�#�g�gâKàh�4�#�ðç&�_Ñ��4�#�¯Ü.ü2�g�hâ6��¼yÔ8��¼��q�����g� � ��� � ��ý��h� � �hÑ�Ñ
���#�ò�h���#�g���Ò�q�4�Ò�F�h���\�q�#Ñ�Ñ�¼C���F� � ���#���Ý¼Y���#�g�������h� � �g�4�����g�\�����#�×��¼PÙf�#�4Ñ��������
Ö ���|�hÑ�Ñï¼4â8Ô#�/�D���4�:�������6�4�:���h�ª��ÏÒ���|�h�#Îy�Ý¼Q�|�h���g�ª���D�h� � �hÑ�ÑÕ��¼Q�4�?� � �q�����g� � ���q�h��Ô6�g���#�
���#�g���§�q�4�A���h�AÏÕ�RÍ§�§���6�g�g�ñ�hÑ?���|�h�#Î��`���D��� � ��ý©�q�4�f�hÑ�Í§�F¼?�`�:���R¼?���#�D�_�f��¼���� � �Ò�h� � �hÑ�Í§�F¼?�
���#�#�6�4�:�����#�×���D�g���6�g�g�ñ�hÑ�Ñ�¼CÔª¼P�g�4�����#�ÝÍ������y��������é��g�#�Y�h��Î8�
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4 �65 ��Ñ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼87��4���4���4���#�#��� ÷ �:¼?�/���4�:¼?�����g���È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�95�:
4 � 4 ���#�#Ñ����F�_�����4�#�Ò�h� � Øf���4�6�g�:�����g���h�;7��4���4���4�:�#�#��� ÷ �:¼?�/���4�:¼?�:���g�����È�È�È�È�95�<
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N �65 Ú ���h�#���#���#��Øf���4�4���h�����È�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� 4G4
N � 4 ÷ �4���#�/�����#�ÝÍ������QÙf�#�g�:¼?�/��� � é��_�����È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� 4�O
N � N ÷ �4���#�/�����#�ÝÍ������QÙf�#�g�:¼?�/��� � Ö �#�#�\�����4�#�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� NGO
N � P úD�\¼Qù�Í§�h�#�#���#�(�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��PQ5

N � P#�65 ÙA�#�h���#Ñ��g���ò�È�È�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��P N

R>SUT+'-��01.V'-��W)�	XY0Z��.V�����	�%[\��'-0]DFW)W���&-���)�^*_�-��`%0bacIL�)W)W��C0Z��d���'-01#$0]IL���e�C��.
S8&�&(W)�)�GIK��������. Rgf
P#�65 Ï¤�ª����� � �#�\�����4�P����ÙfÑ�Ñ����/����� ÷ �#�:Ó4�g����Ó4�g��ö����#�4�

Z/NsZ

�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��<�:
P#� 4 Ì �#�ÈÙfÑ�Ñ����/����� ÷ �#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g��ù?���#�g��� �È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��< N
P#� N � ì �g�#�g���hÑ������_�����4�C�h�7���#�ÈÙfÑ�Ñ����/����� ÷ �#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g��ù?���#�g���Y�ò�È�È�È�È�È�È�È��< O
P#� P � Ì �#���g���#�4Ñ � ä<�g�������4�Q�h�7���#�ÈÙfÑ�Ñ����/����� ÷ �#�:Óª��ØA�h��Ñ�Ñ����g��ù?���#�g�����È�È�È�È�È�È��<Gh
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P#� P#�65 �	ü2�g�#�h���?Ü Ö Ñ��¯�/��Ô#Ñ���äÐ�h���ñ�h�ª��È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� O <
P#�i< ���?�/��Ñ��ñ�_�:¼CØf���h���?�g�4Ñ��(�È�È�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� O h

P#�i<?�65
Σ
Ü.Øf���h���?�g�4Ñ��ß�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� O h

P#�i<?� 4 Øf���h�����g�4Ñ��q�4�§���#�ÈÙfá��|�hÑ����¤¼C�h�`é������g���\����ü2�4�4�h�������#�����È�È�È�È�È�È�È� OGj
P#�i<?� N ÷ �#�g��ÎP�h� ÷ ���#�#�g�:���¯�?���#�g��� �È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��h 4
P#�i<?� P Øf�����h�`�h� ÷ �4�����g�\��çQ�#Ñ������#Ñ����F�_�����4� �È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��h N
P#�i<?�i< Øf�����h�`�h�`ØfÑñ�h���ª���¯�?��úD�#�RÍ�Ñ�� � �4� �ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��h O
P#�i<?� O 5\Ü¤�4�/�:Ü¤�h�ñÜ 4 Øf���h�����g�4Ñ �È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��h O

P#� O ���#�#Ñ����F�_�����4�C���YçQ�#Ñ������|�h�:�¤¼ ÷ �4���#�/���_�����4� �È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È��hGh
P#�ih ���#�#Ñ����F�_�����4�C����ÙfÑ��g�\�����4�#����ä<�h�����#�P�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�lkG:
P#� k ���#�#Ñ����F�_�����4�C��� ÷ �4���������×�g�ª��ù?�¯�#�g���g�k�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�lkm<

P#� k/�65 çQ�ï�/� �&÷ �4�����������g�ª���k�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�lkGk
P#� k/� 4 ù?�8�g�g�ñ�hÑÈçQ�ï�/� �j÷ �4���������×�g���yù?�¯�#�g���g� Ú �h��� � �4�

q n �#�¯Üóû �F¼7��4���4���4���#�#������� �È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È�È�ò�È�È�È�È�È�È�È� j :
P#� k/� N Ì �#�ÈÙ ÷ ØÐùQ�h���h�QÙA�#�h���#Ñ����q�4���

q n �#�¯Üóû �F¼�7��4���4���4���#�#����� � jm4
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Ì �#� � �g�Y�h� � �q�4�ò�#����Óh�h�\¼ô�h� � ���4�����hÑ � �_���Q�h� � �h�§���4���×�g�4���#Ñ��¯�ô�:�����#�\���#���g�ÝÑ���Îh���hÑ��4�_Ü
�������#���Y�|�h�CÔ6�g�g�4���&�:�����4�#�4�g� � �#�����#�p���#�&Ññ�h�:�Y�q�\ÍÞ¼4�F�h���g� Ì �#���C�4�?�g�C�|�h� � �����|�h� �
Í������Û���#���4���RÍÒ���&�h�<�g�4���Ý�#�#���F�_�����4�Q�#�\�¤Í§�4��Î���Ñ���Îh�ò���#��Ï¤�����g���#�\�ò�h� � ���#�ÈÓh�h�:��Ñ�¼Q�4���RÍ§Ü
���#�����#�ÝÔ6�g���h���gÑ��g�\�����4�#��� � �\Ó?���g�g�g� n �(���#�Q�4�#�Q�|�h� � ���#�g��� � �\Ó?���g�g�Y�g�|�hÔ#Ñ��Q���4���F�_�Óh�h�����\�¤¼p�h���_�����h��Î����4� � ���4�����_ÑÐ�4�?� � �×�h� � �4� ���#�P�h���#�g���|�h� � ���#�\¼ �h���CÓ?�#Ñ��#�g���hÔ#Ñ��Y���
�_�����h��Î������#��� �h�D���#���Y�h�#���#�#Ññ�_�����h�ô�4� � �g�:�����#�\�����4�p�h� � �_���Q�h� � ���#�×���#�\�n���h�§���g�#��������Ó4�
���/�q�4���Y�_�����4��� Ö �4���:���4�����#�y�h� � ���F� � ���#� � �_���C���g�g�#���gÑ�¼ð���#�g�����¯�/���:�È���\Ó4�g���hÑf�6�4������Ô#��Ñ��������g�
���C�4�|�h���h�����g�Ý�#����Ó_�h�\¼Û���#�����h� � �_���Y�g�#�g�:¼?�/�����4���_� � ���h���6�g�����g�����:���g�ª�ò�|�h� � Í§�h���h� Ì �#�
�#���4Ô#Ñ��g� Ô6�g�g�4���g�È���4���×�g�4���#Ñ��¯�ðÍ��#�g� �h��Î����#�Q�q�4�D���#���8�4������Ô#��Ñ����¤¼Û���Q�g�4���#�/���Ûëq�#�#Ô?Ü
Ñ����gÑ�¼ í Í������(�#����Óh�_��� � ���¯�ð�4�����ô��� � ���n¼��q�#�#�\�����4�#�×�4�×�hÑ��4�4�������#�×�����(���#�����&ÍÒ�F¼ ���|�_�
���#�\¼P�h���D�:����Ñ�Ñ6�¯�/�g�g�/���hÔ#Ñ���Í��#��Ñ������#�g���§�#����Óh�h�\¼Y���§�g�#���#��� � � Ì �#���§���©Í��#�g���ò�#�4���4���4���#�#���
�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�����F�h�yÔ6�ò�#��� � �����#�g�D���#�\¼P�g�|�hÔ#Ñ��ò�g�4���#�/���_�����4�#�©Í������y�g�#�g�:¼?�/��� �&� �_���/�
Ï¤�b5 j h�k�ö��ïÓª�g�:�Ò�\���hÑH��� h�P���Í©�g���D���#��î|���:�Ò���×�h��Îðëq�����#Ñ����g�ï��Ñï¼ í �q�4�§�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�?Ü
�����4�Û���¯�#�g���g�g�òã��/�q�4�:���#�|�_���gÑ�¼y���#�g���Òæ¤�#����Óh�h�\¼Q�#�4���4���4���#�#�������.êDÍ§�g���ÝÔ#���4Îh�g���Y�\�4�#�#Ñ��
�h�7¼4�F�h����Ññ�_���g�§Ô�¼ Ú ������Î4�\Ñ�Ñ2�h� �J� �h�g�4Ô#����5 O �H�
Ì �#�Dá��#�g�:�����4�C���4���D�h�ª�h���Y���^5 jGj 5�Í��#�g� Ö �g���4�g��Ô|�h�#�¿�h� � çQ�g���������F� NGj �2�h��Îh� � �Aæ����c�C�L�/���
��� � �g� �������)� � �+¡�¢1�g� �)� � � E()

� ¢Q� ���C� � �¤£����C� E(x+ y) ����¥ E(xy) � ���+� � �/�¦�§� � ��¨\� ¢ �§�
¡ ����¨ E(x) ����¥ E(y) © ê Ì �#�\¼�Í©�g���D�h��Î����#���¯�/�#Ñ����g����Ñï¼Ý�q�4�Ð�����F�hÑ�Ñ�� � �hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñ�¼Ý�#�4���_Ü���4���#�#���D�g�#�g�:¼?�/�����4�Û�����#�g���g�g��ã��/�q�4�:���#�|�_���gÑ�¼4â#���#�g���È�|�h��Ô6�g�g�ÛÑ�������Ñ��D�#���4�4���g�����Y� � �ò���
� �\���g�������#���#�òÍ��#�\���#�g�§���#���P�g�#�g�:¼?�/�����4�C�����#�g���g�§�¯�/���:�©���|�_�§�h�����/ª��g���g���Ò�h� � ���g�g�#���hâ|�hÑïÜ
���#�4�#�4�����Ð���f�4�#���h�K���#���g���#�g�ñ�hÑ|�4�8�g�Y�#���4Ô#Ñ��g���<���×�g�:¼?�/���4�4���h�#�ª¼4�`ûp���F�h�#�#�h�Ð���\����Ñ������#���
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á��#�g�:�����4�Û�#�g����Ô#�/��Í§�È�#����Ó4�ò���|�_�����������6�4������Ô#Ñ��ò�����4Ô/���h���Û�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼P�#�4���4���4���#�#���
�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���ò�4��Ó4�g�ô�Y�#�4���4���4���#�#���È�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� �4�ô�Y���6�g�g�ñ�hÑA�#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h�Û�h���h�#���
Ì �#���<�Y�F¼�Ô8��Ó?���\Í©� � �h�Ð�Dî|���:�Ð�:���g�Y�����h�#�:Í©�g�����#�ò���#���hÔ6�RÓ4��á��#�g�:�����4��´K7��RÍ©�\Ó4�g�gâ/�������#���
���#�g������Í©� � �C�#�h���\�4�#��� � �g�����#�����#���4Ô#Ñ��g�����&���h��� � �\���h��ÑH��Ï¤�#�:���F� � Í©�Ý�Y�h���#Ñ�¼C�q�?�g�#���4�
�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�§�h�`�#�h���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���g�

µ>¶¸· Áº¹ Å¼»-½PÄ¯Ë�»

Ì �#���È���#�g���������È�4���ª�h�#����� � ���ª���Q���#���g�Y�Y�h�����|�h�:���g�yÏ¤�p���#��î|���:�Ý�|�h�:��Í©�Y�g�4�#��� � �g�Ý�hÑ��4�¯Ü
Ô#���h���F�hÑ�Ñï¼ô�#�4���4���4���#�#���������#�g���g�������#�g�Y���#�\¼ �h���C�h���#��Ó4�h���hÑÐ�����6�4�:���h�#�g����� � �g�����4�#���#�
�6�RÍ©�g�:�q�#Ñ2�g�:¼?�/���4�4���h�#�#���ò�#���h�����g�4Ñ��g��7��RÍ©�\Óª�g�gâ6�h�§Í§�È�hÑ����F� � ¼C���\�������4�#� � �������Ò�#�h���gÑ��F�h�
¼4�\��Í��#�\���#�g�����#��� ëq�/ª��g���g�ª�Ý�h� � ���g�g�#��� í �����#�g���g���\Ó4�g� �¯�/���:�F� Ì �#�×î|���:�Ý�g�4�ª������Ô#�/�����4�
�h�©���#���D���#�g�����È���È�y�#�\Íß�h�#�#���ª�h�������y���#���#���4Ô#Ñ��g�Q�D�g�4�#�:�����#�\�����#�&�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼&�#�4���_Ü
���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���F���D�q���4�Þ�g�#�g�:¼?�/�����4�ð���¯�#�g���g�����|���È�h���Ý�#�4���4���4���#�#�����4�ð���6�g�g�ñ�hÑ
�#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h�Y�4���4�#�#�Èëq���g��ù?�g�\�����4� 4 �65 í � Ú �h��� � �4�y�Ý�g�4�#�:�����#�\�����4�y�h� Ú �g�?Ü n ���h� �Q÷ Ñ��\Óª���5G5��6�h� � �D�T�h�\�<�q���4�)�#����¾:�g�\����Ó4���4�g�4���\���:¼�Í©���4Ô#���g�:Ó4�����|�_�§�h�Y�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Ý�#�4���4���4�.Ü
�#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�Y���¯�#�g�����F�h�YÔ6���g�4�#�:�����#�\��� � �q���4�ß�È�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�Y�����#�g���
�4�'���#�ô�:¼?�����\�������&�4���4�#� �4� ���\Ó4�g�j�gÑ��g���g�ª���g�l7��g�#�g�hâ����#�ô���F�h����� �q�4�y�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼
�#�4���4���4���#�#�������¯�#�g���\���F�h�pÔ6����� � �#�g� � ���y���#�����F�h�������q�4�ò�#�4���4���4���#�#���Ý���¯�#�g���g�È�4�
���6�g�g�ñ�hÑ2�#�4�?Ü.�hÔ8�gÑ��ñ�h�P�4���4�#�#�g�
Ï¤�p���#�C���g�g�h� � �|�h�:�ÈÍ©�P�h�|�hÑ�¼?���Y�6�4������Ô#Ñ��Y�h�#�#Ñ����F�_�����h�#�È�h���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ô�#�4���4���4���#�#���
�����#�g���g�g� n Í����#�Û���Q���#�CÑñ�h��Îô�h�Ò���#�¯� �����#�g���g��Í§� � �g�����4� ���4Ñ��/�����4�#�ÈÔ|�h��� � �4� �#�4���_Ü���4���#�#���Ý���¯�#�g���g�È�4�#Ñ�¼h� ÷ Ñ��F�h��Ñ�¼4â����#�g�����F�h�#�#�h�ÈÔ8�Y�h�D�6�RÍ§�\���q�#Ñ<�h�ò���4Ñ��/�����4�#��Ô|�h��� � �4�
�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ô�#�4���4���4���#�#���×�����#�g���g�g�A¿��\Ó4�g�:���#�gÑ��g���gâ<Í©�C�#���g���g�ª���h���Û���g�g�4� � �g�4�������ïÜ
Ô#�/�����4�P�Ý�#���RÓh�hÔ#Ñ�¼Y���g�g�#���hâ|�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�����4Ñ��/�����4�Y�q�4�©�g�#�g�:¼?�/�����#���q�#�#�¯�����4�#�§�4��Óª�g�CÔ�¼
�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_ÑÕÔ#���h�#���#���#�C�#���4�4���h�����h� � �q�4���g�#�g�:¼?�/�����#� � �_�������|�_�������g�4���#�/��� � Ôª¼Û���#���
�q�#�#�\�����4�#�Èëq���g� ÷ �|�h�/���g� N í � Ì �#���Ò���Ò�Ý�#�\Í �h�#�#���ª�h�¯�C���×�g�#Ñ��h���4�����#�D���\���h�7�g�#�g�:¼?�/���hÔ#Ñ��
�h� � �:����Ñ�Ñ/�¯�/�g�g�/���hÔ#Ñ��Ò�q�#�#�\�����4�#�g�Aû �������4�#�f�#���h���?�g�4Ñ/Í©���h�����hÔ#Ñ��§���D�g�#�g�:¼?�/�Ð�q�#�#�\�����4�#�f�h�
���#�D�gÑñ�h���§�h�7�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ8Ô#���h�#�¯�#���#���#���4�4���h���g� Ì �?�#�gâ#���Ò���§�Ý�#�\Í �h�#�#���ª�h�¯�C���������#���RÓ4�
�4�#���h�Ð���#���Y�h���ð�h�#�#Ñ����F�_�����4�#���h�Ð�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���g� Ö �#�:���#�g�����4���hâ�Í©�×���?Ü
����� � �#�g�ò�Ý�#�\Íj�#���4�8�g�:�.¼����|���Ò�håK�g���Ò���4�����6�4������Ô#��Ñ��ï�����\�§�\�4�#�g�g���#���#�×�g�4���#�/���_�����4�#�ÐÍ������
�g�#�g�:¼?�/��� �Û� �_�����h� � �g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#�gâ#���g���8�g�\����Óª�gÑ�¼4�fûp� � �g���4�#�:�����_�����¯�#�h���#Ñ��g�Ò�h�
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�#�4���4���4���#�#�������¯�#�g���g���|�FÓ?���#�����#���Ò�#���4�6�g�:�¤¼C���|�_��Í©�ò�F�hÑ�Ñ�Àm�/�¦�/Á � �m��� �1Â �
Ï¤�y���#�D���#��� � �|�h�:�ÒÍ©� � �g���g����Ô6�È�h�Q�¯�#�h���#Ñ��D�h�f���#�4���4���4���#�#���������#�g���ò���|�_���hÑ�Ñ��RÍ��§�q�4�
���F�hÑ��������#�P���#�����4Ñ��/�����4�#�ò�#���g���g����� � �������#���#���\Ó?���4�#���|�h�:���g�Cûp���4�g�#�g���hÑ����������#���È�����#�g���
���ð�4Ô/���h��� �ÛÍ�� � �YÓh�h�����\�¤¼p�h���h�#�#Ñ����F�_�����4�#�g��çQ�4���P�g�4�#�g���\���gÑ�¼4âÐ�h���Ûî|�|�hÑ§�g�4�ª������Ô#�/�����4�
Í©� � �\Ó4�gÑ��4�&�×���#���g���#�4Ñ �Û� �g�g�:¼?�/�����4�QÓª�g�������4�Û�h�A���#�È�gÑ�Ñ����/�����D�g�#�:Óª�ÝØA�h��Ñ�Ñ����g�������#�g���8� P N �H�
Ì �#����Óª�g�������4�ô�F�h�ôÔ6�×�#���RÓ4�g�ô���yÔ6�×�h�ò���g�g�#�����h�È�C�g�g�������hÑ������ � �����#�g����Í��������Y�����#����� �
�#Ññ�F¼ª�g�<Í��#�Ý�6�g�:�q�4�����<���#� � �g�g�:¼?�/�����4��â/�H���h��â?���Ð�F�h�CÔ6���#���RÓª�g�Y����Ô6�����g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñ�¼����g�g�#���
�h�ª�h���#�:�Ò�Ý�:���_�����D� � Ó4�g�����h�:¼P���Y���#�����h� � �4�¿�4���h�\Ñ������ � �gÑH�7ûp�D�g�4�#�:�����#�\�Ò���#���©���#���g���#�4Ñ �
�����#�g�������Û���#���ð�×Í§�F¼y���|�_�����������g���8�g�g�ñ�hÑ�Ñ�¼P���#����� � �q�4�����\Ó4�g���hÑ`�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�g� Ú �h��� � �4�
�4�#�Ý�#�\Í¿���¯�#�g���CÍ©�P�#���g���g����Óh�h�����4�#�Ý�#���h�����g�4Ñ������|�_�×�h���Y���#�Cî|���:�×�gÑ�Ñ����/�����Y�g�#�:Ó4�PÓ4�g�.Ü
�����4�#���h�f���#����Î���� � � Ì �#�g�����#���h���?�g�4Ñ���Ô#�#��Ñ � ���#�Ý�Y�h���y���?�4ÑÕ�q�4���h�#�#Ñ�¼?���#�Y�4�#�����¯�#�g�������
� ��åK�g���g�ª�����g�g�|�h�����4�����#���&�h���Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼C�g�4���#�/���_�����h�Q�h� � Óª�_�����#�×���¯�#�g���\�F� Ö ���|�hÑ�Ñï¼4â/Ô�¼
��� � ���n¼?���#�Q���#�C�4�����4���|�hÑ<�gÑ�Ñ����/�����×�g�#�:Óª�PØ`�h��Ñ�Ñ����g�È�����#�g���YÍ§�P�h���C�hÔ#Ñ������&Ô|�h���P�Û���6�g�g�ñ�hÑ
���ï�/� � �g�4���������×�g�ª�Ò�����#�g���È�4�y���F�
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ûp�ÈÔ8�g�4���yÍ������Û�h�Q���ª����� � �#�\�����4�C�����#�4���4���4���#�#���D�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g������� ÷ �|�h�/���g� 4 Í��#�g���
Í©�Y�#����Ó?� � � � �\î|�#�������4�#�È�h� � �¯�/�#Ññ�h�������#�����\Ññ�_�����4�#���#����Ô8�\�.Í©�g�g� �#�4���4���4���#�#�����h� � �hÑïÜ
�4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼&�#�4���4���4���#�#���Ý�g�#�g�:¼?�/�����4�p�����#�g���g�����pù?�g�\�����4� 4 �654âA�h� � Ô#�����/È#¼ð��������� � �#�g�
���4���D�h�A���#�D�Y�h���y�h�#�#Ñ����F�_�����h�#�Ò���Qù?�g�\�����4� 4 � 4 �
Ï¤� ÷ �|�h�/���g� N Í©���#���g���g�����y�#�\Í����4Ñ��/�����4�ð���Q�4�#�×�h�©���#���Y�h�����h�#�#Ñ����F�_�����4�#�D�h�§�#�4���_Ü
���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���Òæ¤�g�4���#�/�����#��Í������y�g�#�g�:¼?�/��� �Û� �_����ê����Qù?�g�\�����4� N � 4 �h� � �gÑ��4���gÑ�¼
���gÑñ�_��� � æ¤�g�4���#�/�����#�yÍ������ �g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#�.êY��� ù?�g�\�����4� N � N �Û���n���g��á��#����Î�Ñ�¼p���ª�����_Ü
� �#�g���#� ���#�g���ô�������#�g�PÍ§�ð�#���?�g�g� � Í������ � �g���g����Ô#���#� ���#�ô�Y�h����� � �F� Ô8�g�#��� � Ô#���_�#�¯�#���#�
�#���4�4���h���g�`ûp�ò���#�g�Q�#���g���g�ª���.Í©���#���RÓh�hÔ#Ñ�¼C���g�g�#���Ý�h� � �#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�D�#���h���?�g�4Ñ��§Í������
É �g���_Ü¤�g�����4�����|�_���hÑ�Ñ��RÍj�g�4���#�/���_�����4�yÍ������Û�g�#�g�:¼?�/��� �ð� �_���Y�h� � �q�#�#�\�����4�#�gâ8���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4�
Ö ���|�hÑ�Ñï¼4â8Í©� � �\î|�#�×�Y�#�\Í!�#���4�6�g�:�¤¼Û�h�<�#�4���4���4���#�#���È�����#�g���g�����|�_��Í©���F�hÑ�Ñ7Îh�\¼&�:Í§�h�?Ü
�#���#�#��ûp� � �g���4�#�:�����_����Í���¼ð���#���D�#���4�6�g�:�¤¼ô���D�#���\�q�#Ñ<���ô���#�×�g�4�ª���¯�?���h�§�g�h���#�/���_�����4�#�
Í��������g�#�g�:¼?�/��� � � �_���Q�h� � �q�#�#�\�����4�#�g� Ö �#�:���#�g�����4���hâ2Í§���4��Ó4�×�¤Í©�Û�¯�#�h���#Ñ��g�È�h�§�#�4���_Ü
���4���#�#�������¯�#�g���g�����|�_�����#�#�6�4�:��Îh�\¼y�:Í§�h�#�#���#�#�
Ï¤� ÷ �|�h�/���g�_PQÍ©�C�#���g���g�ª�×�Û�����#�g���Y���|�_���|�h���¯�#�h�\��Ñ�¼ô���#�Y�#���h�6�g�:�����g���#�g� � � � �q�4���4�#�
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���4Ñ��/�����4�y�#���g���g�ª��� � ��� ÷ �|�h�/���g� N � ì �hÑ�Ô#���h�ï����� �Ò�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª��Ø`�h��Ñ�Ñ����g�§���¯�#�g���B� P N �H�<ûp�
Ô6�g�4����Í������Ý���#���Y�h���������#�����#���`���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñï¼ò���g�g�#���hâ��#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâh� �#� ������Óª�gÑ�¼ò�#�4���4���4�.Ü
�#�#���ò�����#�g�����h� � �����Ò�4�g�#�g���hÑ������_�����4�PÔª¼ ì �hÑ�Ô#���h�ï����� Ì �#�g���F�_�n���g��Í©�È�g�4�#�:�����#�\�����q�#�:���#�g�
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�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���g� Ì �#�g�yÍ©� � �\Ó4�gÑ��4�Q�Ý���\���#� � �����g�4�#�:�����#�\���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼
�#�4���4���4���#�#���Q�����#�g���g�C�4��Ó4�g�����6�g�g�ñ�_Ñ��#�4���4���4���#�#���y�����#�g���g�g� Ö ���|�hÑ�Ñï¼4âÐÍ©� � �g���g����Ô8�
�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�Ð�h�Õ�#�4���4���4���#�#���������#�g���g�g�Ð�j�4�g�#�g���hÑ��h� � ���4��� � �\���h��Ñ�� � ���ª����� � �#�\�����4�����
�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���F�����F�h�QÔ8�D�q�4�#� � ���A� h N �H�
HJ0mÔ;���C�������Õ �Ö6z�Ö)�LÖ ü2�\�©���#�����g�����h�4�����|�h�g�

(M, ◦)
Ô6���òî|�#������ëq���g���ïÜ í �4���4�#��â��h� � Ñ��\�

σÔ6�Ò���#�����g�g�#�����¤¼×�|�h���h���\���g�g�A�×�L��¨B��¨B���Ê�L�1� � � ¢ £�ØÙ� �/Ú Àm�/�¦� �g� �������)� � � � � �L�/¨B��ëq�4�¤�%��¨B� Ú
¨B���Ê�L�1� �Y� �������§���/���/�§�/¨ í �4� M

���§�Ýá��|� � ���#�#Ñ��
(K,E,D,A)

�h�7�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ?�¯�/�8�g�\��� �
�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ6�������D�hÑ��4�4���ï���#���gâ/���_�����:�n¼?���#�#�
Û 0m,ÝÜJ01�-0Z��IK�����g��Þ n �����#�#�/� 1σ

���#���hÑ��h�4�������#�
K
�4�/���#�/���<�h���g�#�g�:¼?�/�����4�%ß � �g�g�:¼?�/�����4�

Îh�\¼y�|�h���
(ke, kd) = k ∈ K

Í��#�g���
K
� �g�#�h���g�����#�òÎh�\¼y���|�h�g�h�Ùà

DF���G��,�&-��������Þ n �ð���#�#�/��� 1σ
â
ke

â2�h� � �h�&�gÑ��g���g�ª�
m ∈ M

���#�Ý�g�#�g�:¼?�/�����4�ô�hÑ��4�4�������#�
E
�4�/���#�/�������g���#�#�g�:���¯�?�

c ∈ C
Í��#�g���

C
� �g�#�h���g�����#�ò�g���#�#�g�:���¯�?�����|�h�g�h�

áãâ�ä)å�æ�ç ç è/éZêgëìæ�í ëïî ð�ñ ëòí ëóä�ñ ëóôYî ð+ñ õ�ëìí å�ð�ð�î ð�ö\ñ î ÷ïëìø�ùgñ õ�ë¼æ�ç ö/ø/í î ñ õ�÷
K
æ/äqæúù�å�ð�û§ñ î ø/ð_ø�ù

σ
íÊæ�ñ õ�ëòíñ õ�æ�ð

log σ
é/îýü)ë/ü é�êgë�êgæ�ð�ñQñ ø�æ�ç ç ø�êpëãþ�ÿ�ëóû§ñ ëóô¤ÿ�ø/ç èVð�ø/÷ïîiæ�çVñ î ÷ïë�î ð¤ñ õ�ë-ä)ëóû§å�í î ñ�è�ÿ�æ�íÊæ�÷ïëãñ ëòí

σ
ñ øqö/ëòð�ëãíÊæ�ñÊëæ��/ëòè/ü���õ�ëòí ëãù�ø/í ë/é�ñ ëóûÊõ�ð�îiûòæ�ç çièFê�ëïð�ëòëóôFñ ø\ñ õ�î ð��Fø�ù

K
æ/ä��Gëòî ð�ö\ö/î �/ëòð

σ
î ð+å�ð�æ�í ècð�ø�ñÊæ�ñ î ø/ðZü���õ�îiä;îiäô�ëòð�ø�ñ ëóô���è

1σ
ü
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HJ01�G��,�&-��������Þ Ì �#� � �g�g�:¼?�/�����4�p�hÑ��4�4�������#�
D
��� � �\���g�������#���:�����h� n �����#�#�/��� 1σ

â
k
â7�h� �

�h�Y�gÑ��g���g�ª�
c ∈ C

���Ð�4�/���#�/���§�h���gÑ��g���g�ª�©���×���#�����g�����h�4�����|�h�g�
M

���È���|�_�Ð�q�4�Ð�hÑ�Ñ
m ∈ M

�����#�4Ñ � �g�Ò���
c = E(1σ, ke,m)

���#�g�ôØf���4Ô
[D(1σ, k, c) 6= m]

�����#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ��hâ
�H���h��â#�����#�4Ñ � �§���|�_��Øf���hÔ

[D(1σ, k, c) 6= m] ≤ 2−σ
�

!���#$��#$�%��&('��)�8aY���%&q0Z����,qÞ
A
�����h�ð�hÑ��4�4���ï���#� ���|�_���4�&���#�#�/���

1σ, ke

âK�h� � �gÑ��g���g�ª���
c1, c2 ∈ C

�4�/���#�/���È�h�ô�gÑ��g���g�ª�
c3 ∈ C

���P���|�_�D�q�4�D�hÑ�Ñ
m1,m2 ∈ M

���D�#�4Ñ � �g�����
m3 = m1 ◦m2

�h� �
c1 = E(1σ, ke,m1), c2 = E(1σ, ke,m2)

���#�g�
Øf���4Ô

[D(A(1σ, ke, c1, c2))] 6= m3]

���Ò�#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ��h�

Ï¤�/�q�4���Y�hÑ�Ñï¼����8�F�hÎ����#�#â#�È�#�h���4���4���#�#���Ò�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�����©�È�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�ßÍ����������#��� �#� �ïÜ
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σ
� �#�����#�×���g�8�F�_��� � �g�4���#�/���_�����4�#�g�
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���?�&���ð�#� � �Y���#�P���#�#�/���g���#�#�g�:���¯�?���g� Ö �4�Ý���#�:���h�#�g�hâf���#���Ý�F�h�(Ô8�y���F�hÑ������ � Ô�¼ �h�#�#Ñ�¼?���#�
�YÔ#Ñ���� � ���#�Y�hÑ��4�4���ï���#��ëq���g�Ýé��\î|�#�������4� 4 � :/�ih í �4�&�ðë � �\���g�������#���:����� í �\�4���#�/���_�����4�Û�h�`���#�
�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�7���#�ò�#��� � �#�\���h� � �h�A���#�D���#�Qâ|���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4�
� �L��IK�������Ï �Ö6z�Öý=�Ö Ï¤�p���#�Y�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�yÍ§�YÍ���Ñ�Ñ<�4�����ò���#�C���g�g�#�����¤¼p�|�h���h���\���g�

σ
�h� � ���#�

�#�#Ô#Ñ����ÈÎ4�\¼Û���Û���#� � �g���g�����/�����4�&�h�`���#�Ý�hÑ��4�4�������#�×�g��ûp��Í���Ñ�Ñ2Í��������
Eke

(m)
�4�
E(m)

�q�4�
E(1σ, ke,m)

�h� �
Dk(c)

�4�
D(c)

�q�4�
D(1σ, k, c)

Í��#�g�×�#�D�������#� � �g���:���h� � ���#�����`�8�4������Ô#Ñ��h�
Ïó�����#�������#�g�������Ð�#���4Ô|�_Ô#��Ñ����:�����ÒÍ©��Í���Ñ�Ñ8�hÑ����òÍ��������

Eke
(m)

�4�
E(m)

�h�<Í©�gÑ�Ñ6�h�
Eke

(m, r)�4�
E(m, r)

�q�4�
E(1σ, ke,m, r)

� Ö �#�:���#�g�����4���hâ/Í©�DÍ���Ñ�ÑKÍ��������
�

(E(m), E(m′)) = E(m ◦m′)

��� � �g�#�h���ò���|�_�Ò���#���hÑ��4�4���ï���#�¿�¿ëq�g�����#�g�Ò� �#� �4��çQ�#Ñ�� í �����h�#�#Ñ���� � �4�y�¤Í©�Y�g�#�\��¼?�/�����h�#�
�h�A���#�����g�����h�4�g�

m,m′ ∈ (M, ◦)
�h� � �4�/���#�/�����h�Û�g�#�g�:¼?�/�����4�Û�h�

m ◦m′
â8�H���h��â8�����#�4Ñ � �

���|�_�
D(
�

(1σ, ke, Eke
(m), Eke

(m′))) = m ◦m′
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���4���4���#�#���ð�����#�g��� �h� � �h�k�¯�#�h���#Ñ��ð�q�4�y�(�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����������hâ�� �#� ������Ó4�gÑ�¼��#�4���4���4���#�#���
�����#�g���h�

54� Ì �#�Ð�\Ññ�h�������F�hÑ�ö�ù?� �����#�g���\� hG<��ª���Õ�h�È�¯�#�h���#Ñ��f�h�#� � �\���g�������#���������hâR���#Ñ������#Ñ����F�����ïÓ4�gÑ�¼
�#�4���4���4���#�#���Ò�g�:¼?�/���h��¼?�:���g���4�

M = (Z� NZ, ·)
â�Í��#�g���

N
���<���#���#��� � �#�\�©�h�K�.Í©�

Ññ�h���4�D�#�������g�g�<�����g���#�#�g�:���¯�?�����|�h�g�òÍ©�È�|�FÓª�
C = (Z� NZ, ·)

�h� � �h��Î4�\¼y���|�h�g�òÍ©�
�|�FÓª�

K = {(ke, kd) = ((N, e), d) | N = pq, ed ≡ 1 mod ϕ(N)}.
Ì �#�È�g�#�g�:¼?�/�����4�

�h�Õ�È���g�����h�4�
m ∈ M

��� � �\î|�#� � �h�
Eke

(m) := me mod N
�h� � �q�4� � �g�g�:¼?�/�����4�C�h�

�×�g���#�#�g�:���¯�?�
Eke

(m) = c ∈ C
Í©�È�g�4���#�/���

Dke,kd
(c) := cd mod N = m mod N.

n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼4â`���#�P�g�#�g�:¼?�/�����4� �h�����#�P�#��� � �#�\���h���¤Í§�ð���g�����h�4�g���F�h�(Ô8�P�/ª��g���g�ª��Ñ�¼



	F¯�
J¯�
J¯�®���Q³C²��(®����(§¯������V���
�� k

�g�4���#�/��� � Ôª¼P�Ý�#Ñ������#Ñï¼?���#�����#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#���g���#�#�g�:���¯�?���gâ|�H���h��â

Eke
(m1 ·m2) = (m1m2)

e mod N

= (m1
e mod N)(m2

e mod N)

= Eke
(m1) · Eke

(m2)

Í��#�g���
m1,m2 ∈ M

��7��g�#�g�hâ|���#�È�hÑ��4�4���ï���#� çQ�#Ñ����F�h�y�F�h����Ñ�¼CÔ8�ò�����#Ñ��g�×�g����� � �h�
çÛ�#Ñï�

(Eke
(m1), Eke

(m2)) := Eke
(m1) · Eke

(m2).

ã����|�hÑ�Ñ�¼Y���C���#�òö�ù?�*�����#�g���È�h�§Í©�gÑ�Ñ2�h�Ò���P���h���Ò�����#�g���g��Ô|�h��� � �4�C���#� � �6ª��\�#Ñ��.¼
�h���T�h�\���4�����#�ð���#�y���g�g�#�����¤¼(�|�h���h���\���g�

σ
�������#�yÔ#���×Ñ��g�#�h���(�h�

N
� Ö �4�����#�:���h�#�g�hâ

σ = 1024
�������g�4�����4�P���g�g�#�����¤¼y�|�h���h���\���g�g�

4 � Ì �#� ì �4Ñ � Í§�h�����g�.Ü:çQ���F�hÑ��#�����#�g���hâ?�#���4�6�4��� � ����� P O �6���Ð�h�Y�¯�#�_���#Ñ����h�2�ò�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����.Ü
�����hâ2� �#� ������Ó4�gÑ�¼Q�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� �4�

M = (Z� 2Z,+)
Í������

C = Z =

(Z� NZ)∗
Í��#�g���

N = pq
���§���#�ò�#��� � �#�\���h�7�¤Í§�×Ññ�h���4�D�#�������g�g�Aûp�ò�|�RÓ4�

K = {(ke, kd) = ((N, a), (p, q)) | N = pq, a ∈ (Z� NZ)∗ :

(
a

p

)
=

(
a

q

)
= −1}.

ù?���#�g�����#���§�����#�g���ò���§�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ����#�D�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�hÑ��4�4���ï���#�ß�4�\�����_��� �#� �������4�|�hÑ
���#�#�/�������h� � �4�¿Óh�hÑ��#�

r ∈ Z
�fûp� � �\î|�#�

Eke
(m, r) := amr2 mod N

�h� �

D(ke,kd)(c) :=

{
0,

���
c
��������á��|�h���

1,
�gÑ����

Ïó���#�4Ñ � �§���|�_�

Eke
(m1, r1) · Eke

(m2, r2) = Eke
(m1 +m2, r1r2).

Ì ���#�����#�È�hÑ��4�4���ï���#��� �#� �F�h�yÔ6�ò�/ª��g���g�ª��Ñ�¼P�����#Ñ��g�×�g�ª��� � �h���#�Ð�h�
� �#�

(Eke
(m1, r1), Eke

(m2, r2), r3) = Eke
(m1, r1) · Eke

(m2, r2) · r3
2 mod N︸ ︷︷ ︸
Eke

(0,r3)

= Eke
(m1 +m2, r1r2r3)



	F¯�
J¯�
J¯�®���Q³C²��(®����(§¯������V���
�� j

Í��#�g���
m1,m2 ∈ M

�h� �
r1, r2, r3 ∈ Z

�;¿��h���§���|�_�<�h�f���F� � ¼����g�ª�����4�#� � ���#���f�hÑ��4�_Ü
�������#�*���#�4�#Ñ � Ô8�©�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ��H���h��âh���7�4Ô/���h���#�A�����h� � �4�*���#�ÝÔ6�g�

r3
�h�A� �#� �������4�|�hÑ

���#�#�/�F�
���#�#Ô#Ñ����¯Ü¤Îh�\¼"�#�4���4���4���#�#���y�g�#�g�:¼?�/�����4�����¯�#�g���Û�4�'�'ëq���g���ïÜ í �����#�

(M,+, ·)
�F�h�'Ô8�

� �\î|�#� � ���ð�h�ð�h�|�hÑ��4�4�4�#���Y�h�#�#�g�g�òù?�#���ô�����#�g���g�D�g�4�#�����:�D�h�f�¤Í©�y�hÑ��4�4���ï���#����� �#� �h� �
çQ�#Ñ����q�4�×���#�Q�#�4���4���4���#�#���P�#���4�6�g�:�¤¼"���#�:���F� � �h���4�#�&�hÑ��4�4���ï���#�

A
â§�H���h��â©���Y���Y� �#� �ïÜ

����Ó4�gÑ�¼Y�h� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ4�gÑ�¼×�#�4���4���4���#�#�����_�Ð���#�����h�����������h�<ù?�#���P�����#�g���g���h�����F�hÑ�Ñ�� �
� Ø Â �V£�� � � ��� ØCØÙ�_�L��¨B��¨B���Ê�L�1� � �
HJ0mÔ;���C�������� �Ö6z�Öý3�Ö ���Q� �#� ������Ó4�gÑ�¼��#�4���4���4���#�#�����\�#�g�:¼?�/�����4�y���¯�#�g���D�4�Q�yëq���g���ïÜ í �����#�
(M,+, ·)

���<�F�hÑ�Ñ�� � � ��� Ø � �ï�L��¨B��¨B���Ê�L�1� � ���6���#�g�����¯�/���:���©�È�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ4�¯�/�6�g�\��� � �6�4Ñ�¼ªÜ
�#�4���ñ�hÑ`�������Y�hÑ��4�4�������#� çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ������|�_�Ý�4� ���#�#�/���

1σ, ke

â
s ∈ M

�h� � �h� �gÑ��g���g���
c ∈ C

�4�/���#�/�����h�Û�gÑ��g���g�ª�
c′ ∈ C

�������|�_���q�4���hÑ�Ñ
m ∈ M

�����#�4Ñ � �����|�_�F�©���
m′ = s ·m�h� �

c = E(1σ, ke,m)
���#�g�ÛØf���4Ô

[D(
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(1σ, ke, s, c)) 6= m′]
�����#�\�4Ñ����4��Ô#Ñ��h�

Ì ���#�ð��� �����F�hÑñ�_�Û�#�4���4���4���#�#���ô���¯�#�g�×� ���Û���Û�6�4������Ô#Ñ��������g�4���#�/��� �h� �g�#�g�:¼?�/�����4�
E(1σ, ke, s · m) = E(1σ, ke,m

′)
�h�Ò�Q�#��� � �#�\���h�§�¤Í§�Û���g�����h�4�g�

s,m ∈ M
�4��Óª�g�����#�

�#�#Ô#Ñ����ÝÎh�\¼
ke

�h� � �h�ð�g�#�g�:¼?�/�����4�
c = E(1σ, ke,m)

�_�©�4�#�Ý���g�����h�4�
m
�h� � ���#���h���#�g�

���g�����h�4�
s
�h�����#Ññ�h�������¯�?�F�

n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼(�h��¼ ���¯�#�g���y���|�_�������hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ �#�4���4���4���#�#���P���×���F�hÑñ�h�×�#�4���4�×�4���#�#���hâ���?�#�
� �L��IK�������	 �Ö6z�Ö ��Ö ûp�DÍ���Ñ�Ñ � �g�#�h���òÔ�¼

çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��
(m,E(m′)) = E(mm′)

���
D(
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(1σ, ke,m,Eke
(m′)) = m ·m′

�#�4Ñ � �Ò�¯�/�g�g�/��Í������Q�#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ����#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼4�
HJ0mÔ;���C�������� �Ö6z�Ö xgÖ � £�ØÙ� ��¥ � �1Â$� Ø Â �����C�C�1¨ ���×�ô�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ<�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ©�������y�hÑ��4�_Ü
�������#�QâKÍ��#�������4�ô���#�#�/���

1σ, ke

âÕ�h� �
c ∈ Eke

(m, r)
Í��#�g���

r ∈ Z
�������_� � �4��Ñ�¼Û�¯�#�4���g�

�4�/���#�/���ò�h�#�h���#�g�D�g�#�g�:¼?�/�����4�
c′ ∈ Eke

(m, r′)
�h�
m
Í��#�g���

r′ ∈ Z
�������#�4���g�ô�#�#���q�4����Ñ�¼

�_�����h� � �4�Q�



!�"$#&%�'$( �*)�®,+�³�²-+ ' ' �.	F¯�
J¯�
J¯�®���Q³C²��(®����(§¯������V��,
�� 5�:

Ö �4�Ò���#�:���h�#�g�hâ|���y�×�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ/�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���4�
(M, ◦)

���#�òÔ#Ñ���� � ���#�
�hÑ��4�4���ï���#���F�h�ðÔ6�����F�hÑ������ � Ôª¼ð�h�#�#Ñ�¼?���#�Y���#���hÑ��4�4���ï���#�

A
�4�&���#�Ý�g���#�#�g�:���¯�?�

c
�h� � �h�

�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�7���#�ò� � �g�ª�����.¼Y�gÑ��g���g�������
M
�

� 01#$IQ���Ò �Ö6z�Öýf�Ö Ïó�
M

���y�����4���4���#�#���&���
Z� nZ

���
M

���Cî|�#�����hâ��4�P���
Z
�h���#�g�:Í������hâ

���#�g�Q���#�Ý�hÑ��4�4���ï���#��çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����F�_�&�F�h����Ñ�¼PÔ8�������#Ñ��g���g�ª��� � �#�����#�Y� � �4�#Ô#Ñ��È�h� � � �#�
�hÑ��4�4���ï���#�Q� Ì �#���©���<�g�4�ÝÔ#���#� � Í������C�ÈÔ#Ñ���� � ���#���hÑ��4�4���ï���#�)���K���#�������#�g�������<�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����
� 4 <��H�q7��g�#�g�hâ?�\Ó4�g�:¼Y� �#� ������Ó4�gÑ�¼Ý�#�4���4���4���#�#���Ò�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���4�

Z� nZ
�4�

Z
���Ð�hÑ����ò���F�hÑñ�h�

�#�4���4���4���#�#���y�h� � ���#�Û�hÑ��4�4���ï���#� çÛ�¹�/� � Ü:çQ�#Ñ��Y�F�h�"Ô6�Q�/ª��g���g�ª��Ñï¼(�����#Ñ��g�×�g����� � ëq���g�
�hÑ������ h O � í �
� 01#$IQ���Ý �Ö6z�Öýu�Ö ù?���#�g�È���4�:���h�A���#���¯�/���:�����#�Y� �#� ������Óª�gÑ�¼C�#�4���4���4���#�#���D�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F���
ëq�h���#��âL� PZ<?â�k/â OGN â OGO â O k?âGh�k/â Nm4 â�P N � í �h��� � �\î|�#� � �4�

Z� nZ
�q�4�A���4���

n ∈ N
���#�§�hÑ��4�4�������#�

çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����F�h�Q���y�4�g�#�g���hÑ2Ô8�ò�����#Ñ��g���g�ª��� � �/ª��g���g����Ñ�¼4� /

02143 ½�Ä\ÇÈÅ65.7 ¶¸· ¾ ¶ ÄgÄ-8:9 Â�ÉÊÂ�ÉÊÂ;7=<�Æ · ¾?>@7�8A<PËÕÂ+»B88»�ËÕÅ�É »

���Ý�hÑ����F� � ¼ô���g�ª�����4�#� � ���#�Y�¯�/���:���g�#�g�C�h���h� �/ª��g���g�ª���h� � ���g�g�#���P�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ð�#�4���_Ü
���4���#�#���Ý�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� �|�h�DÔ6�g�g�p�PÑ��4�#�P�:���h� � ���#�P�4�6�g�ôá��#�g�:�����4����Ï¤�ð���#���D���g�\�����4�ðÍ§�
î|���:�§�#���g���g�ª�§���gÑñ�_��� � Í©�4��Î×�g�4�#��� � �g�����#�ò���#���Ð�#���4Ô#Ñ��g�Q� Ì �#�g���F�_�n���g�ÐÍ§� � �g���g����Ô8�����#�����gÑñ��Ü
�����4�#���#���×Ô6�\�¤Í©�g�g�P�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Ý�#�4���4���4���#�#���Ò�����#�g���g�§�h� � �#�4���4���4���#�#���Ò�����#�g���g�Ð�4�
���6�g�g�ñ�hÑª�#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ����h�ò�4���4�#�#�g�`çQ�4���<�#���g�g�����gÑ�¼4â�Í§�<�#���RÓª�f���|�_�A�Ò�#�4���4���4���#�#���`�g�#�g�:¼?�/�����4�
�����#�g���P�4�p���#�Y�#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h���4���4�#�

(S7, ·)
âA���#�C�:¼?�����\���������4���4�#� �4� ���\Óª�g�(�gÑ��g���g�ª���gâ

�hÑ�Ñ��RÍ������y�g�4�#�:�����#�\�Ý�h���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Û�#�4���4���4���#�#���Ý�g�#�g�:¼?�/�����4�ô���¯�#�g���×�4�
(F2,+, ·)

�
���P�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�P�����#�g�����4�

(F2,+, ·)
�F�h�P�hÑ�����Ô6���4Ô/���h���#� �

�q���4�!���#�4���4���4���#�#���Ð�g�#�g�:¼?�/�����4�����¯�#�g���Ò�4�Ý���#�§���6�g�g�ñ�hÑ/Ñ����#�F�h�7�4���4�#�
(SL(3, 2), ·)

�RÓ4�g�
F2

� Ö �#�:���#�g�����4���hâ|�#�����#���g� � ���#�×���#�g�4�:¼y�h�&�_Ñ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Y�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�Q�4�
�h�&�h��Ô#�������h�:¼Cî|�#�����È�����#���4��î|�gÑ � �g�4�#Ñ � Ô6���4Ô/���h���#� � �4��Ó4�g�&���#�4���4���4���#�#���ò�g�#�g�:¼?�/�����4�
�����#�g�����4�C�4�#���h�����#�g�����#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h���h���h�#�#�F� Ì �#�g���D�4Ô#���g�:Ó_�_�����4�#�§�\�4�#Ñ � Ô8�D�òî|���:�§�����g�
�������4Ñ�Ó4�f���#�<�#���4Ô#Ñ��g�jÍ��#�\���#�g�7�/ª��g���g�ª�A�h� � ���g�g�#���§�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���4���4���#�#���f�����#�g���g�
�¯�/���:�F�×çÛ�h�ª¼ð�h�/���#�4���D�|�RÓ4��������� � ���P���4Ñ�Óª�Ý���#�����#���4Ô#Ñ��g�Q�ÈÏ¤�Õ5 jGjGO â Ú �4�#�g���h� � ü2���/���4�
�|�FÓª���#���RÓ4�g�ô���|�_�D�#� � �g�ò�C���F�h���4�|�hÔ#Ñ����h�����#���/�����4�ð�\Ó4�g�:¼ � �\���g�������#���:�����hâ��hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼

CED+ëqô�ëòð�ø�ñ ëF�Vè
N
ñ õ�ë�ä)ëãñ�ø�ùQÿ�ø�ä)î ñ î �/ë;î ð�ñ ëòö/ëòíÊäòü
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�#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� �F�h�ðÔ6��Ô#���4Îh�g�ô���&���#Ô?Ü¤�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑA�������B��5VP��H� Ì �#���D�Y�F¼
Ô6�Y���g�g�(�h�Ý�Q�#�g�ª�_����Ó����g���#Ñ����g�4�#�g�g���#���#�Û���#�Y�¯�/���:���g�#�g�P�hÑ����#�4�#�4�p���4�:���¯�/���:�����#�Û�g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g�Qâ`�h���#��âA���#�Cö�ù?�����¯�#�g�×�ôëq���g�CÙA�#�h���#Ñ�� 4 � :/� P í �4�ò���#�CÙfÑ ì �h�Y�hÑf�����#�g���ðëq���g�
ù?�g�\�����4� N � P#�65 í âK�F�h�ðÔ6�ÝÔ#���4Îh�g�ð���&���#Ô?Ü¤�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑ7�������hâ8���?�#� Ö �#�:���#�g�����4���hâ6���fÍ©���h���
���g�gÎ����#�Û�q�4���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ð�#�4���4���4���#�#���×�#�#Ô#Ñ����¯Ü¤Îh�\¼ô���¯�#�g�×�g�Ý�4� ���Y�hÑ�Ñ`î|�gÑ � ���4�È�����#�4�
���#���&�h�

M = F2

â|�4ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼C���#���&�������#�g���È�|�h�Ò���×Ô6�ò�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:����������Ô8�ò���g�g�#���h�
n ���#�g�©�h�/���#�4���Ð�|�FÓ4��������� � ���òî|� � �g�h� � � � �_���g�<�q�4�Ð�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Ý�#�4���4���4���#�#���Ò�����#�g���g�g�Ï¤�A5 jGjGN â Ö �gÑ�Ñ���Í��Ò�h� � ú��4Ô#Ñ���� É �#���g���g����� � �h�Q�hÑ��4�gÔ#���h�����#�#Ô#Ñ����¯Ü¤Îh�\¼P�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���F�hÑ�Ñ�� �
Ø7�4Ñ�Ñ�¼ ÷ ���h��Îh�g�p� Pm:��H�DÏó�������hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼y�#�4���4���4���#�#���È�h� � �#���RÓh�hÔ#Ñ�¼Q���g�g�#���h�Èã��/�q�4�:���?Ü
�|�_���gÑ�¼4â7���#�Y�����#�g���Y�|�h���Q���#��Ô8�g���h� � �6ª��g�#Ñ������g���h� � ���È�#�h�Ý�/ª��g���g�ª�Ý�g�4�#�g�g���#���#�Û���#�
�g���#�#�g�:���¯�?�òÑ��g�#�h����� Ö �����:��Ñ�¼4â�Ø7�4Ñ�Ñ�¼ ÷ ���h��Îh�g�D���D�C�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ¹Ü¤Ô|�_��� � �:¼?�:���\�Q� Ì �#�g���\�q�4���hâ
�g�4���#�/�����#���h�P�\�#�g�:¼?�/�����4�y�h�2���#�D�#��� � �#�\�

E(m1 ·m2)
�h�Õ�¤Í©�����g�����h�4�g�

m1

�h� �
m2

Ô�¼
�Ý�#Ñ������#Ñï¼?���#�C���#���g�4�����g���8�4� � ���#�Û�g���#�#�g�:���¯�?���8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ��

E(m1)
�h� �

E(m2)
â7Ñ��F� � �ò���

�h�ð�¯�/�8�4�#�g�����ñ�hÑAÔ#Ñ��RÍ��#�ð���Û���#�Ý���#�ÝÔ6�g���h�<���4�#�4���ñ�_Ñ��g�F7��g�#�g�hâ � �#�����#�C���g�6�F�_��� � �g�h��Ü
�#�/���_�����4�#�§���#�g���ò�����h�Q�¯�/�6�h�#�g�����ñ�hÑ2Ô#Ñ��RÍ��#�y���P���#�ò�g���#�#�g�:���¯�?��Ñ��g�#�h�����
ù?�g�g�4� � Ñ�¼4â��hÑ�ÑÕ�¯�/���:�����#�Y���#�:���h�ª���ñ�_�����4�#���_�ÐØ7�4Ñ�Ñ�¼ ÷ ���h��Îh�g�����/åK�g���q���4� �q�#�:���#�g� � ���RÍ�Ô|�h��Î��
ëq���g�Û�h���#��âF� O :�� í � Ì �#�\¼��h���Û�g�����#�g�����#���g�g�#���Û�����#�g�Q���#�\¼"���#�g�g�#�ÝÔ������g�g�:���h�����_�����h�¯Î��gâ
���#�\¼(�h���P���?�ð���#�/ª��g���g�������ôÔ6�y�#���h�\�����F�hÑHâf�4�Ý���#�\¼ Ñ��?�4���C���#�Q�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼p�#�4���4���4�.Ü
�#�#���ò�#���4�8�g�:�.¼4�¤7��g�#�g�È�������§�T�h�Ò�q���4�¿�gÑ��F�h���#�RÍ ���#���ÛÎ���� � �h�`�����#�g���g���g�4�#Ñ � Ô8�ò���#���#� �
���ª���Ý�/ª��g���g�����h� � ���g�g�#���È�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���h���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�y�����#�g���g�g�<� � �\���h��Ñ�� �
�h�|�hÑ�¼?�������h� �Q� �g���g�����/�����h�Q�h�7���#�g���ò���¯�#�g���g���F�h�yÔ6�D�q�4�#� � ���A� Om4 �H�
Ï¤� 4 :G: 4 â7à/�Õé��4�����#�4�_Ü Ö �g�����g�¦� N h�� � �\Óª�\Ñ��4�6� � �P�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâÕ�hÑ��h�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Û�#�4���4���4�.Ü
�#�#���È���g�g���\�:Ü¤Î4�\¼Û�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�Q� Ú �/���h��Ô6�\�q�4���È���#���������#�g���������#�h���/ª��g���\���������#�g�È���#�g���
���D�h�ð�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑ`Ô#Ñ���ÍÒ�#�ô���&���#���\���#�#�g�:���¯�?�ÈÑ��g�#�h��� � �#�����#�C���g�6�F�_��� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�#�g�
Ö �#�:���#�g�����4���hâ#���ÒÍ§�h�����g�g�g�ª��Ñ�¼PÔ#���4Î4�g�QÔª¼Pûp�h�4�#�g���h� �ÛÚ �h��� k 4 â N �H�
Ì ���#�<�g�4�#��� � �g�����#���#�4���4���4���#�#���©�g�#�g�:¼?�/�����4�����¯�#�g���g�f�4���4���4�#�#�`���#�:���F� � �h�6�����#�4�`���g�g�×�
���4���C�#���4���������#�Û���ð���4Ñ�Ó4�Y���#�P�#���g���g�ª��� � á��#�g�:�����4����Ïó�×Ô#�����#�4�Ý�#���gÑ��4���g�����ð�:�����#�\���#���g�
���|�_�C�|�FÓª�ÛÔ6�g�g�'���#�g�g�g�����q�#Ñ�Ñ�¼��#��� � �����g�:¼?�/���4�4���h�#��¼h� Ì �#�Û�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�ô���#�g�4���g� ���#�RÍ��
���|�_����� � �g� � ���#�P���F�h�����(�q�4���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���4���4���#�#���Y�����#�g���g�×�F�h�(Ô6�P��� � �#�g� � ���
���#�ò���F�h�����Q�q�4�Ò�#�4���4���4���#�#���������#�g���g���4�Q���6�g�g���hÑ2�#�4�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h�P�4���4�#�#�g�
T+'-0Z�%��01#  �Ö)�LÖ)�LÖ�G �L� ¡ ��ØCØý��Áq� �1Â �/� � �§�/¨B� � �C� � ���¦�IH ¢ ��� � Øý� � �KJ

L�M G �L�/���_�ONG�ý�/�C� ���b� Ø Â �V£�� � � ��� ØCØÙ�_�L��¨B��¨B���Ê�L�1� � � �g� �������)� � � � � �L�/¨B�+� � (F2,+, ·)
M
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PQM G �L�/���¼�ONG�ý�/�C� � �L��¨B��¨B���Ê�L�1� � � �g� �������)� � � � � �L�/¨B�ì� � �C�L���/��¨p¨B�/�)��� �qÂ ��� ¢ � (S7, ·)
M

Ì �#�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Ý�#���?�h�A���ÒÔ|�h��� � �4�Û�h�y� � �F���h� Ì �4�Y�h��ù/�h� � �g�g�
R ����� ¡ M 1 ⇒ 2

Ì �#��� � �����g�\�����4�p�h�Ò���#�C�#���?�h�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��������×� � �ñ�_���gÑ�¼��h� � ���Ý�#�4Ñ � �È�q�4�Ý�h�
�h��Ô#�������h�:¼Qî|�#�����Ý�4���4�#�ô�����#�g���4�6�g���_�����4�#���h�<î|�#�������4���4�#�#�D�F�h���hÑ�Í§�F¼?�DÔ6�������#Ñ��g���g�ª��� �
Ôª¼ Ú �?�4Ñ��F�h�y�g�����g�#�����g�Ðü2�\�

S7

Ô6�È���g�#���g���g�ª��� � �h���×���#Ô#���\���h�
{0, 1}l

â#Í��#�g�����_���#�
l = 21�F�h�ðÔ6�Ý���#�4���g�TS�â��h� � Ñ��\�

C
Ô6���Y�g�����g�#����Í������ð� �#� �������4�&�h� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�Û�ª�_���g�����|�_�

���hÎh�g���h�§���#�#�/���©���#�DÔ#���|�h�:¼Y���g�#���g���g�ª���_�����4�#�Ò�h�7�gÑ��g���g�ª���
m1,m2 ∈ S7

�h� � �4�/���#�/���§���#�
Ô#���|�h�:¼È���g�#���g���g�����_�����4���h�

m1m2

�AÏó�8Í©�§�|�RÓ4�Ò�h�×�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼È�#�4�×�4���4���#�#���Ð�g�#�g�:¼?�/�����4�
�����#�g���

(K,E,D,
� �#�

,
çQ�#Ñ��

)
�h�

(F2,+, ·)
���#�g��Í©�Ò�F�h� � �\î|�#�����#�4���4���4���#�#���©�����#�g���

(K̃, Ẽ, D̃, ˜çQ�#Ñ�� ) �4� S7

Ôª¼ � �\î|�#���#�
Ẽ(m) = (E(s0), . . . , E(sl−1))

Í��#�g���
(s0, . . . , sl−1)� �g�#�h���g�×���#�yÔ#���|�h�:¼ ���g�#���g���g�ª���_�����4�"�h�

m
� ˜çQ�#Ñ��×���×�g�4�#�:�����#�\��� � Ôª¼(���#Ô#�:�������/�����#�ð���#�� �#� �������4�p�ª�_���g�����

C
Ôª¼p� �#� �h� � ���#�C�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4���ª�_���g�ÝÔª¼ çQ�#Ñ��F�

K̃
�h� �

D̃
�h���

� �\î|�#� � ���P���#�ò�4ÔªÓ?���4�#�§ÍÒ�F¼4�
2 ⇒ 1

Ì �#���#�����h�©�|�h�D�¤Í©�Q�:���g�#�g� Ö �����:��Í§�×�#�����P�g�4�#�:�����#�\�����4���h� Ú �g�?Ü n �ò�h� �p÷ Ñ��\Ó4���5G5������(���#�RÍ����|�_�P���#�ðî|�gÑ � ë
F2,+, ·

í �F�h�kÔ8�ô�g�#�g� � � � ���'���#�ð���6�g�g�ñ�hÑDÑ����#�F�h�Y�4���4�#�
(SL(3, 2), ·)

�RÓ4�g�
F2

� Ì �#�g��Í©�Y�h�#�#Ñï¼ô�C���#�g�4���g� �q���4���#����¾:�g�\����Óª�×�4�\�4���\���:¼&���y���#��Í
���|�_�

(SL(3, 2), ·)
���������#Ô#�4���4�#�Q�h�

S7

� Ì �#�����#���RÓ4�g�����#�ò�gÑñ�h���y�
ûp�ò�Y�h�

(F2,+, ·)
encoding
→ SL(3, 2)

x 7→




1 0 x

0 1 0

0 0 1


 =: M(x).

Ïó�����Ò�F�h�:¼C�������g�D���|�_�F�
54�
M(x)M(y) = M(x+ y)

4 �
∃ T ∈ SL(3, 2) :

TM(x)T−1 =




1 0 0

0 1 x

0 0 1



�h� �

UIV�îið�ûãë
log2(7!) ≈ 12.3

éVñÊõ�ëq÷ïî ð�î ÷ìæ�çZÿGø�ä ä)î ��ç ë(ðVå�÷���ëòí-ø�ù���î ñÊä�îiä
l = 13

ü
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∃ S ∈ SL(3, 2) :

SM(y)S−1 =




1 y 0

0 1 0

0 0 1


 :

M(xy) = [




1 y 0

0 1 0

0 0 1


 ,




1 0 0

0 1 x

0 0 1


],

Í��#�g���
[A,B]

� �g�#�h���g�����#�ò�g�4���Ý�/���_���4�§�h�7���#�ò�Y�_�������g�g�
A
�h� �

B
�

Ì �#�g���\�q�4���ò���#�ò�4�6�g���_�����4�#��W!�h� �
·
���

F2

�F�h�QÔ6�ò�6�g�:�q�4����� � �4�
M(0)

�h� �
M(1)

�#�����#�
���#�ô�g�4�#�:���h�����

S
�h� �

T
â��h� � ���#�ô���#Ñ������#Ñ����F�_�����h�'���'���#�ô�4���4�#�

SL(3, 2)
� ì ��Ó4�g�k�

�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�P�����#�g���
(K,E,D,

çQ�#Ñ��
)
�4�

(SL(3, 2), ·)
Í©���F�h�C�����#�§�F�h����Ñ�¼

�g�4�#�:�����#�\���_�P�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���4���4���#�#���������#�g�����4�
(F2,+, ·)

�#�����#�
E(S), E(T )

â/�h� �
���#�È�hÑ��4�4���ï���#� çQ�#Ñ��F�
ûp�C�#�RÍ¿�#���Y���#�C�T�_�\�Ý���|�_�

SL(3, 2)
���È���#�C�4���4�#� �h���g�4Ñ�Ñ����#�F�_�����4�#�È�4� ���#�C�#����¾:�\�\����Óª�

�#Ññ�h�#����Ó4�g�
F2

ëq���g�ò�h���#�ú� < N � í �f���Ò���#���§�#Ññ�h�#���|�h�úhÝ�6�4���ª���gâ
SL(3, 2)

�F�h�yÔ6�D�g�ÝÔ6� �#� � �
���
S7

â#Í��#�����Q�g�4�#�gÑ�� � �g�Ò���#�ò�#���?�h�.�
� 01#$IQ���� �Ö)�LÖý �Ö ���"�h�|�hÑ�¼?�����Ý�h�����#�P�#���?�h���h� Ì �#�g�4���g� 4 �654�65y���#�RÍ������|�_�×�#�����#�&���#�
� �g���g����Ô6� � �g�4�#�:�����#�\�����4�Y���#���Y�_�������g�g�

S
â
T
â/�h� �

M(x)
�h�����#�\�g�g�����h�:¼��q�4�<���#���g�#�g� � ���#�#�

ûp�ò�|�FÓª�
〈M(1), S, T 〉 = SL(3, 2).

7��g�#�g�hâ`���#�g���C�����#�&�#���4�8�g�Ý���#Ô#�4���4�#� �h�
SL(3, 2)

���|�_�Ý�F�h� Ô6�C�#��� � ���Û�g�#�g� � �
F2

���
���#�y�hÔ8��Ó4�CÍ§�F¼4��ûp�P� �#� �������4�|�hÑ�Ñï¼��#�h���C���|�_�

S7

�������#�P���Y�hÑ�Ñ��g�:�Ý�:¼?�����\�������Y�4���4�#� ���
Í��#�����

SL(3, 2)
�F�h�yÔ8�D�g�ÝÔ6� �#� � � �����#�g�

SL(3, 2)
�g�4�ª���h���#�Ò�h�P�gÑ��g���g���Ò�_�7�4� � �g�úh?� Ö �4�

���#�:���h�#�g�hâ#���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#���gÑ��g���g�ª���|�h���4� � �g�\h?�



0 0 1

0 1 1

1 1 0


 .

���ô���ª���g���g�:�����#�Pá��#�g�:�����4�ð����Í��#�\���#�g�D���#�g���×�h����æ¤���Y�hÑ�Ñ��g�.êÈ�4��æ¤�������#Ñ��g�.êÈ�4���4�#�#�����|�h�
S7



!�"$#&%�'$( �*)�®,+�³�²-+ ' ' �.	F¯�
J¯�
J¯�®���Q³C²��(®����(§¯������V��,
�� 5VP

�h� �
SL(3, 2)

���|�_���hÑ�Ñ��RÍ �����g�#�g� � �ò���#�Dî|�gÑ �
F2

�

Ö ���4�����#�ò�#���?�h�A�h� Ì �#�g�4���g� 4 �65h�65òÍ©�ò�4Ô/���h��� � �����g�\��Ñ�¼����#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Ý�g�4���4Ñ�Ññ�h�:¼4�
*+�%����W)W�IQ��,	 �Ö)�LÖý=�Ö Ì �#�ò�q�4Ñ�Ñ���Í����#���:���_���g���g�ª�����h���ò�gá��#�ïÓh�hÑ��g�ª�F�

54� Ì �#�g���È�¯�/���:�����h�Q�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Y�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���È�4�
(F2,+, ·)

�
4 � Ì �#�g���Q�¯�/���:�����ð�#�4���4���4���#�#���C�g�#�g�:¼?�/�����4�"�����#�g���Q�4� ���#�y���6�g�g�ñ�hÑÒÑ����#�F�h�Ý�4���4�#�

(SL(3, 2), ·)
�

� 01#$IQ���� �Ö)�LÖ�R-Ö Ï¤���¯�#�h�\��Ñ�¼(���#�Q���h���QÍ§�F¼��h�Y���(���#�Û�#���?�h���h� Ì �#�g�4���g� 4 �654�65Û�ï�Y���
�6�4������Ô#Ñ������×�g�#�g� � �D���#�Dî|�#�����Dî|�gÑ �

(Fp,+, ·)
���P���#�ò���6�g�g�ñ�hÑ2Ñ����#�F�h�§�4���4�#�

(SL(3, p), ·)
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� �_���×���Û� � Ó_�h�#�g�Ý�h� � ���#�g�Û�¯�/�#Ñ��4�������#�����#�È�#�4���4���4���#�#���D�#���4�6�g�:�¤¼P���Y�g�h��Ü
�#�/���CÍÒ����� �g�#�g�:¼?�/��� ��� �_���/� Ì �#�y�h���F�Qæ¤�g�4���#�/�����#�ÛÍ������ �g�#�g�:¼?�/��� �"� �_����ê
�F�h�yÔ6�ò���#��Í��y���×Ô6�ò�gá��#��Óh�hÑ��g�ª���������#�ò�F�h���ò�h�Õæ¤�g�4���#�/�����#�ÝÍ������y�g�#�g�:¼?�/��� �
�q�#�#�\�����4�#�.ê�� Ì �#�Ý� � �F��Ô8�g�#��� � ����Í���Ñ�Ñ2Ô8���q�#�:���#�g���¯�/�#Ññ�h���#� � ���Q���#�È�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�
���|�h�/���g�g�

•
çQ�#Ñ������|�h�:�¤¼C�g�4���#�/���_�����4���
Ï¤� �Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼ð�g�4���#�/���_�����4�������#�g���g�Ý���\Óª�\���_Ñ§�|�_�������\�ÈÍ§�h�ª�����&�g�4���#�/���Y�Û�g�h��Ü
���4��â��#�#Ô#Ñ����Û�q�#�#�\�����4� �4�'���#�g���P���#�#�/���CÍ��#��Ñ��&Î4�g�g�#���#� ���#�g���P��� � ��Ó?� � �|�hÑ����#�#�/���
�#����Óh�_���h� Ì �#���fÔ6�gÑ��4�#�4�`���D���#���h���F�D�h�8æ¤�g�4���#�/�����#��Í������×�g�#�g�:¼?�/��� �Y� �_����ê��`ã����|�hÑ�Ñ�¼
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���ð�Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼Q�g�4���#�/���_�����4�&�#���h���?�g�4Ñ���Í©�×�|�FÓ4���C���\�È�h�
n ≥ 2

�#Ññ�F¼ª�g����Í��#�g���F�h�
��� �g�4���#�/�����#�ÛÍ������ �g�#�g�:¼?�/��� �"� �_���Û���g�g�|�h�����4�

n = 2
� Ö �#�:���#�g�����4���hâf��� �Ý�#Ñ����ïÜ

�|�h�:�¤¼×�g�4���#�/���_�����4�×�#���h���?�g�4Ñ��`���#���q�#�#�\�����4�×���|�_�©���#�4�#Ñ � Ô6���g�4���#�/��� � ���<�#�#Ô#Ñ����gÑ�¼
Î��#�RÍ���â/Í��#�g���F�h�§�������#�D�h���F�È�h��æ¤�g�4���#�/�����#�òÍ������Y�g�#�g�:¼?�/��� �y� �_����ê����©���©���#����Óh�_���
���#�#�/�È�h�©�4�#���|�h�:�¤¼4���ß�#���h���?�g�4Ñ`�q�4�D���#Ñ������|�h�:�¤¼&�g�4���#�/���_�����4�#��Í���Ñ�Ñ`Ô8���4��Ó4�g�����
ù?�g�\�����4��P#� O �

•
ù?�g�g���\�����|�h�����#�����¯�#�g���g�g�
Ï¤�&�����g�g���\�����|�h�����#�������#�g�������\Ó4�g���hÑ7�|�h�:�����g�����|�h���������g�\���¯�D�������|�_���#�Y�|�h�:�¤¼y�F�h�
���g�g�4�#�:�����#�\�Ò���#�����g�g���\�ÒÔ�¼Y�������gÑ��.â�Ô#�/�Ò���2�Y�h��¼��|�h�:�����g�©�g�?�4�8�g���_�������#�\¼C�h���D�hÔ#Ñ������
���g�g�4�#�:�����#�\�����F��7��g���hâ/���#�ò�#�4���4���4���#�#�����#���4�8�g�:�.¼C�����#Ñ����g�©���|�_�§���#�ò�g�4���8�4���������4�
�h�7���#�ò���g�g���\���g�8���|�h���g���h���ò���|�h���g���h�7���#�ò���g�g���\���g�6�g�4���8�4���������4���

•
Ì �#���g���#�4Ñ � �����#�g���g�g�
ù?�g�g���\�����|�h�����#�Y�����#�g���g�D�h� � �Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼P�g�4���#�/���_�����4�y���¯�#�g���g���h�����¯�#�h���#Ñ��g���h�
���#���g���#�4Ñ � �����#�g���g�����|�_���h���òÔ|�h��� � �4�y���#�ò�#�4���4���4���#�#�����#���4�6�g�:�¤¼4�<���Q�¯�#�h���#Ñ��
�h�`�Ý���#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���È���Ò�4��Ó4�g�y��� ÷ �|�h�/���g�¼P#�

• e �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�D�#���?�h�q�g�Ì �#���©���©�ò�q�#� � �h���g�ª���hÑ6�#�������ï���ïÓª���h�2�g�:¼?�/���4�4���h�#�#�����#���h�����g�4Ñ��©�h� � �����#�§�h�C�¯�#�h��Ü
�#Ñ��`�h�/�§���#�g�4���\�����F�hÑ4�h�#�#Ñ����F�_�����h���h�/�#�4���4�×�4���#�#���A�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g���g� e �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4��#���?�h�q�©�h�����#��� � ���Ý�#���RÓ4��Î��#��Í�Ñ�� � �4���h�2���4�����#����Óh�_�������/�q�4���Y�_�����4��� Ö �4�Ð���#�:���h�#�g�hâ
�g�4�#��� � �g�<���#���F�_����Í��#�g���D�ò�#���g�©�|�h�<�����#���RÓª���#���Ð� � �g�ª�����¤¼Ý���Ý�È�#�4�:�©Ôª¼�Ñ��4�4�4���#�ò���
Í������C�#���©�h�g�g�4�#���Ò�h� � �#����Óh�_�����|�h���:Í©�4� � � n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼4â?���Y���#�¯�y���#���h�����g�4Ñ8���#���#���\�Í§�h�ª���f�#���f�#����Óh�_���§���/�q�4���Y�_�����4�yëq�H���h��âª�#���f�|�h���:Í©�4� � í ���ò�:���F¼Ý�#����Óh�_�����h� � �#�h�f���DÔ6�
Ñ��F�hÎh� ��� �#�����#�����#�§�#���h���?�g�4ÑH� e �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�©�#���?�h�q�A�4�|�h���h�����g�©���|�_�A���#�§�#���h���?�g�4Ñ�g�4���Ý�#�#���F�_���g���¯�#�h�\��Ñ�¼Û���#��Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�Ý���|�_�DÍ§�h�D�������g� � � � âÕ�h� � �#��ë É �g��� í �¯�?�����
Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�h�����ô�¯�#�h���#Ñ����h�©�h�ô�#�4�#�g�:�:ÜóÓ4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�×�#���?�h�<���|�_�ò�#���g�
���#�Ý�#�4���4���4���#�#���È�#���4�6�g�:�¤¼&�����4��Ó4�g�ð���ôù?�g�\�����4�^P#�i<?� N � Ö �4���q�#�:���#�g���¯�#�h���#Ñ��g���h�
É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�ò�#���?�h�q�Ò�#�����#�×���#�ò�#�h���4���4���#�#�����#���4�6�\���¤¼P���g�B� 4�N �H�

•
ÙfÑ��g�\�����4�P�����#�g���g�g�
Ï¤�ô�gÑ��g�\�����4�ð�����#�g���g�D���#�×�#�4���4���4���#�#�����#���4�6�g�:�¤¼ð�#���RÓ?� � �g�ò�C�����4ÑA���P�4Ô/���h���&���#�
���hÑ�Ñ�¼ô�4��Ó4�g� ���#�C�g�#�g�:¼?�/��� � Ó4�h���g�ÝÍ������#�4�/� � �g�g�:¼?�/�����#�&���#�P��� � ��Ó?� � �|�hÑ<Ó4�h���g�g�ôÏ¤�
ù?�g�\�����4��P#�ih�Í§�DÍ���Ñ�ÑK�¯�/�#Ññ�h���P���#���§�q�#�:���#�g�g�
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•
û �_���g���Y�h��Î����#�×�h� � î|�#�4�\���#�����ª�����#�������#�g���g�g�
é����4�����hÑfÍ§�_���g���Y�h��Î����#�ð�h� � î|�#�4�g���#�����������#�Û�����#�g���g���g��Ô8� � � �#� �������4�|�hÑ<���/�q�4���Y��Ü
�����4�'������� � ���4�����hÑ � �_���/� Ì �#�ð�#�4���4���4���#�#���Û�#���4�8�g�:�.¼����C�#��� � ���(� �#� � �Y�h��Î
���Y�#���\Ó?���4�#��Ñ�¼y�g�#�g�:¼?�/��� �ð� �_���/��Ï¤�Û�4�g�#�g���hÑÕÍ§�_���g���Y�h��Î����h���È�#��� � ���Y� � �g�������n¼C���#�
�RÍ��#�g��ß_���gÑ�Ñ��g�A�h� � ���4�����hÑ4�4�?� � �Õ�����g�#���#���©���#�©�g�4�ª¼?�����4�ª�R�7Ï¤��î|�#�4�g���#�����ª�����#�������#�g���g�
���#�Ò�6�g�����4�×Í��#�òÔ#�/¼?�f���#� � �_�������#�4�#Ñ � Ô6�Ò� � �g�ª����î8�hÔ#Ñ��§Ôª¼Ý���#�Ò���g�����|�h�ª�f���ò�g�#���#���
���|�_� � �_���ò���f�#�h�Ð��Ñ�Ñ��g�ª�hÑ�Ñ�¼���� � ���:������Ô#�/��� � � Ö �#�:���#�g�<�#���4�6�g�:�����g�<�h�����#���Y���¯�#�g���g�Ð�F�h�
Ô6�D�q�4�#� � ���A� h15��2�4�Y� 4 �H�

• n Ô#Ñ���Ó?���h�#�§�����h�#�:�q�g�g�
n Ô#Ñ���Ó?���h�#�Ò�����h�#�:�q�g�������h�#�h���#�g���g�:¼?�/���4�4���h�#�#���È�#�������ï���ïÓª�_�§ã����|�hÑ�Ñ�¼P���Q�×�¤Í©�_Ü¤�|�h�:�¤¼5\Ü¤�4�/�:Ü¤�h�ñÜ 4 �4Ô#Ñ���Ó?���4�#�§�����h�#�:�q�g���#���h���?�g�4Ñ����#�Dî|�������|�h�:�¤¼y���g� � ����Ô#�������×���#�ò���g�g�4� �
�|�h�:�¤¼ ���(���#�����&Í§�F¼ ���|�_�����#�P���g�g�4� � �|�h�:�.¼ ���g�g�g��Ó4�g�×����ÍÒ�����(�#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�.¼

1/2
â

Í������#�4�/�Ò���#�òî|���:���|�h�:�¤¼PÎ��#��Í����#��Í��#�\���#�g���4�Ò�#�h�����#�ò���g�g�4� � �|�h�:�.¼P���g�g�g��Ó4� � ���#�
Ô#���F�����&�¯�#�h���#Ñ��È�h�<���#���ô���#���h���?�g�4Ñ2���|�_���#���g�����#���#�4���4���4���#�#���ò�#���4�8�g�:�.¼Q�F�h�
Ô6�D�q�4�#� � ���A� O 5��H�

•
÷ �4���������×�g�ª�Ò�����#�g���g�g�
÷ �4���������×�g�ª�Õ���¯�#�g���\�f�h���Ð�h�#�h���#�g�Õ�q�#� � �h���g�ª���hÑª�#�����������ïÓ4�<�h�#�g�:¼?�/���4�4���h�#�#���<�#���_Ü
���?�g�4Ñ7���#�g�h��¼h�ÈÏ¤�ô�C�g�4�����������g�ª�������#�g���×�Y�#Ññ�R¼4�g���Y�hÎh�g�D�C�g�4���������×�g�ª�F�F7������
�hÔ#Ñ��Ý���y���#�?�4�����CÓh�hÑ��#�Ý�q���4�����4�������\���h� � �g�4�����������y�#���D���#�4���g�×���#�������|�_�ò�#�
�F�h�'�#� Ñ��4�#�4�g�Y���|�h�#�4�&�#���C����� � � 7�� � �?�g�C�#�h�P�|�FÓ4�&��� ���\Óª�F�hÑ��#���C���#�4���g�ð�hÑïÜ
���#�4�#�4�Q�#�È�Y�F¼ � �����C�_�����4���òÑñ�_���g�Ò�6�4���ª�F� ÷ �4���������×�g���Ò���¯�#�g���g�����|�_���#���ò���#�
�#�4���4���4���#�#�����#���4�6�g�:�¤¼CÍ���Ñ�Ñ�Ô8�ò��������� � �#�g� � ���Ûù?�g�\�����4��P#� k/�

•
ü2�h�����g�:¼P�#���h�����g�4Ñ��g�
ã����|�hÑ�Ñ�¼����×���g�:¼?�/���4�4���h�#�#���§Ñ��h�����g�:¼Ý���?�#�ÝÔ6�g�`�6�4���ª�����#���������#�§Í����#�#���#��������Îh�\�<�|�h�
���YÔ8�¼¾:�4���ª��Ñ�¼y�h� � ���h� � �4��Ñ�¼C�¯�#�4���g�&Ôª¼Û�hÑ�Ñ2�|�h�:�����g���|�h�ª���g�Òã������#�C���#�4���4���4���#�#���
�g�#�g�:¼?�/�����4�Û�����#�g���ò���#�����F�h�QÔ6�È���F�hÑ�� É � � �h�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�ÐÙ<�h���Û�#Ññ�F¼ª�g�����#�?�4���g���×���h�?Ü
� �4� ���#��Ô8�g�DÍ��#�����p�#�×�g�#�g�:¼?�/���g� Ì �#�g�p�#�����#�y���#�×�#�4���4���4���#�#���Ý�#���4�6�g�:�¤¼ð���#�
�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�_�7���#�ò���#� �h�7���#�D���h� � �4��Óh�hÑ��#�g���F�h�yÔ6�D�/ª��g���g����Ñ�¼C�g�4���#�/��� � � Ì �#�
�g�4�ÝÔ#���|�_�����4�P�h�7���#�����h� � �����#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���CëqÑ���Î4���h���#�Ð�#���4�8�4��� � ���
ù?�g�\�����4��P#� P í Ñ��F� � �Ò�������#� � �g������� � �q�#�#�\�����4�|�hÑ��ï�.¼h�<ù?�g�B� P 4 �2�q�4�§�q�#�:���#�g� � �\���h��Ñ��g�
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•
çQ�ï��Ü¤�#�\���g�
çQ�ï��Ü¤�#�\�����h���Y�#���h���?�g�4Ñ��ò���|�����#���RÓ?� � �C�h�#�4��¼?�����¤¼ð�q�4�����g� � �g���×Ôª¼p�g�4Ñ�Ñ��g�\�����#�Q�g�?Ü
�g�:¼?�/��� � ���g�����h�4�g���q���4�����\Ó4�g���hÑ7�#���g���g� Ö �4�Ò���#�:�¯�_�#�g�hâ6�4�#�ò�F�h�Û�g�4�#��� � �g�����ï��Ü¤�#�\���
���|�_�`�g�4Ñ�Ñ��g�\�`�g���#�#�g�:���¯�?���<�h� � �4�/���#�/�`���#�§�g�4�����g���6�4� � ���#���#Ññ�h�������¯�?���A���Ý�����h� � �4��Ñ�¼
�6�g���Ý�/��� � �4� � �g�g��Ï¤�&���#�¯�ô�����g�g�|�h�����C�#����Óh�h�\¼Q�����4Ô/���h���#� � Ôª¼Q���gá��#�������#�����|�_�����#�
�6�g���Ý�/���_�����4��â/�Y�_�����#���#�����#�#�/���§���×�4�/���#�/���gâ|���Ò���g�g���\�������h�ª¼4�4�#�ò�¯�/�g�g�/�����#�ò���ï��Ü
�#�\�F�©Ï¤�Û�|�h�:�����g�#Ññ�h�gâ � �\���g�������#���#���×�g�4�����g�\�����#�#�/��ß_�4�/���#�/���|�h���gâ|�H���h��â6�×�g���#�#�g�:���¯�?�
Í������Û�g�4�����g���6�4� � ���#�C�#Ññ�h���ª���¯�?�Fâ8���#�4�#Ñ � �#�h��Ô6�����4���È�\åK�g�\����Ó4�����#�g�&�4�#�g�������#�C�4�#�
�_�����h� � �4�Q��� � �g�������hÔ#Ñ��È�#���4�6�g�:�¤¼Q���CÔ#�#��Ñ � ���#���ô���ï��Ü¤�#�\�����������¯Ü¤�g�#�g�:¼?�/�����4�������
Í���Ñ�Ñ<Ô6�C���g�������4�#� � Ô8�gÑ���Íòâ`���#���������#����Ó?� � � � Ô�¼����#�C�#���P�h���#�4���4���4���#�#�����g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g�����h�ÒÔ#�#��Ñ � ���#��Ô#Ñ����¯Î8� Ö �4�Ò���#�:���h�#�g�hâ|���g�t� P j �Õ�h� � � Nm4 ���q�4� � �\���h��Ñ��g�
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ö��¯Ü¤���h� � �4��� É �hÔ#Ñ��§�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g����ëq���g���_���#�ì� < 4 � í �h���Ò�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����©�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F���
Í������&���#�×� �#� �������4�|�hÑ7�#���4�6�g�:�¤¼&���|�_�D�4��Ó4�g�ð���#���#�#Ô#Ñ����ÝÎh�\¼

ke

�h� � �h�ô�g�#�g�:¼?�/�����4�
Eke

(m, r)
�h�Õ�È���g�����h�4�

m ∈ M
�#� � �\�©���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼

ke

�h� � �È���h� � �4�����#��Ô8�g�
r ∈ Z

���Ý���Ý�8�4������Ô#Ñ��Y���ð�/ª��g���g�ª��Ñ�¼p�g�4��Ó4�g�:�
Eke

(m, r)
���ª���ð�h�#�h���#�g���g�#�g�:¼?�/�����4�

Eke
(m, r′)

���|�_�Ý���Ý�8�g�:�q�g�\��Ñ�¼p��� � ���:�����#�4�#�����|�hÔ#Ñ��×�q���4� �yæó�q���g���?êC�g�#�g�:¼?�/�����4� �h�
m�#� � �g�Ò���#�ò�#�#Ô#Ñ����DÎh�\¼

ke

� Ì �#�����#���4�8�g�:�.¼P�����hÑ����×�F�hÑ�Ñ�� � ���¯Ü¤�g�#�g�:¼?�/�����4���
n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼y�\Ó4�g�:¼Q�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����D�#�4���4���4���#�#���D�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�Þ�������¯Ü¤���h� � �4��� É �_Ô#Ñ��h�
û �����#�4�/��Ñ��4�����h�f�4�g�#�g���hÑ����¤¼CÍ§���h�����#���È���|�_�����#���g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�Þ����� �#� ������Ó4�gÑ�¼P�#�_Ü
���4���4���#�#���h� ì ��Óª�g�

Eke
(m, r)

�h� � ���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼
ke

Í©���F�h�C�g�4���#�/���
Eke

(0, r′′)�q�4�������h� � �4� ���#�ÝÔ6�g�
r′′
�h� � �#�g�#�g�È�g�4���#�/���

� �#�
(Eke

(m, r), Eke
(0, r′′)) = Eke

(m+ 0, r′) = Eke
(m, r′),

Í������
r′
Ô6�g���#�Y�h�&�h�#�#���4�#���ñ�_���ò���h� � �4�����#�ÝÔ6�g�g�ì¿��h���ò���|�_�����#���������¯�#�h�\��Ñ�¼PÍ��|�_�

��Ô#Ñ���� � ���#�×�_Ñ��4�4�������#� ëq���g�Èé��\î|�#�������4� 4 � :/�ih í � �?�g�g�
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•
ä<�g����î8�hÔ#Ñ����g�#�g�:¼?�/�����4�#��ß��T�h���Ò�g�#�g�:¼?�/�����4�#�g�
Ïó�A�h�P�g�#�g�:¼?�/�����4�y���ÐÓª�g����î8�hÔ#Ñ������§�#����Ó?� � �g�Ò�Ý���g���|�h�#���������Ý�¯�#�g��ÎY���#���g�4�����g�\���#�g���
�h���g�#�g�:¼?�/��� ��� �_���&Í������#�4�/���\�4���#���4���������#�&���g�g���g�\¼ª� Ö �4�×���#�:���h�#�g�hâ<���#���×�����#���¯Ü
�q�#Ñ7���ÛÓ4�h�����#�C�����#�g���g�����C�g�4�ªÓ?���#�g���h�ª¼Û�4Ô#���g�:Ó4�g�����|�_�����#�Ý�g�#�g�:¼?�/��� � �|�h�����h�Ð�
�F�h� � � � �_���hâ/�H���h��â?���#�D�g�#�g�:¼?�/��� � Óª�h���D���§��� � �g� � ���C���#�DÑ����:�§�h�7�F�h� � � � �_���g�g�f�*�g�:¼?�?Ü
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�g�#�g�:¼?�/�����4�#���h���È�hÑ������F�hÑ�Ñ�� � �T�h���§�g�#�g�:¼?�/�����4�#�g�
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���#�P�4�6�g�ô�#���4Ô#Ñ��g�Q�È���Y��¾:�4�����h����Óh�_�����4�&�������#���#���_���\�\�����4�ô�h�Ð���4Ô#��Ñ����h�h�g�����ò�h� � ���#�
���g�g�#���&�g�4���#�/���_�����4�(Í������"�g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#���4���g�#�g�:¼?�/��� �'� �_���p�h�Y�hÑ����F� � ¼(���g�?Ü
�����4�#� � ���Ûù?�g�\�����4� 4 � 4 �<ã��ª����Ñ��#�RÍj�#�×�/ª��g���g�ª���hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼��#�4���4���4���#�#���������#�g���ò�|�h�
Ô6�g�g���q�4�#� � ����Ñ�Ñ`�F�h� � � � �_���g�ò�q�4�����#�4���������#�g���g�����/åK�g�D�q���4�����#�����h��� � ���FÍ�Ô|�h��Î"ëq���g�
ù?�g�\�����4� 4 �65 í �A���#�\¼Y�|�FÓ4����� � �F�hÑ6Í������C�h�C�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑKÔ#Ñ��RÍ��#�C���Y���#���g���#�#�g�:���¯�?�ÒÑ��g�#�h���
� �#�����#�È���g�6�F�_��� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4��� Ì �#���Ð���<���#���Y�h���×���F�h���4�YÍ��ª¼×���#�g���Ð�h�#�#Ñ����F�_�����h�����g�4�8�
�������g�:�������\��� � �����q�#�#�\�����4�#�Ò���|�����F�h�ÛÔ6�ò�����#Ñ��g���g�ª��� � Ôª¼
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�g�����g�#�����gâ|�H���h��â|�g�����g�#�������h�

Ñ��4�ª�h���ï���#����� � �g�/����� Ì ���#���h���#�g�����\���#� � ���h���ò�#�g� � � � ���×�g�|�hÔ#Ñ��D���g�g�#�����\�4���#�/���_�����4�#�g�
ûp�Y�g�4���Y�#�pÍ������ �Q�#�\Í¿�h�#�#���ª�h�¯�p�q�4�ò���#���È�#���hÔ#Ñ��g�Q�QÏ¤�#�:���F� � �h� � �\Óª�\Ñ��4�#���#�ð�Q�#�\Í
�����#�g���Û�4���g�4�#��� � �g�����#�p�g�����g�#������Í§�y���hÎ4�Û���gÑ��4���g��Ñ��?�4Î �_�YÔ#���h�#���#���#�p�#���4�4���h�����h�C�
�g�4���#�/���_�����4�|�hÑ#��� � �gÑ|�q�4�f�q�#�#�\�����4�#�g�fã������#���¯�/���:�����#�È�/ª��g���g�ª�Ò� �#� ������Ó4�gÑ�¼��#�4���4���4���#�#���
�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g����Ñ���Îh��Ø`�h��Ñ�Ñ����g�g� �©�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F�}� O k��2�#���RÓ?� � �g�������?�4Ñ6�����g�#�g�:¼?�/��Ô#���_�#�¯�#���#�
�#���4�4���h�������Û�4� � �g�����Y�g�|�hÔ#Ñ������g�g�#���Ý�g�4���#�/���_�����4�#�g� Ì �?�#�����Q���#�������|�h�/���g��Í©�Ý���#�4�h�g�:�
�Ý�#����Ó_�hÔ#Ñ�¼Y���\�g�#�����h� � �#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Óª�����\���#� � �����g�4���#�/����Í������P�g�#�g�:¼?�/��� �Q� �_�����h� �
�g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#�����|�_�D�h���È�4��Ó4�g�&Ôª¼Û�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ2Ô#���h�#���#���#�Y�#���4�4���h���g� Ì �#�����������#�
î|���:�È���4Ñ��/�����4�&�#�����#�yÔ#���h�#���#���#�y�#���4�4���h����Í©���h���×�FÍÒ�h�����h�.� Ö �#�:���#�g�����4���hâ2���D���ò�C�#�\Í
�h�#�#���ª�h���Û���Y�g�#Ññ�h���4�ò���#���gÑñ�h�����h�`�q�#�#�\�����4�#�����|�_���h�����/ª��g���\����Ñ�¼Û�_� � �#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Óª�gÑ�¼
�g�#�g�:¼?�/���hÔ#Ñ��È�h� � �:����Ñ�ÑK�¯�/�g�g�/���hÔ#Ñ��ò�q���4�

NC1
�����8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ6Ô#���_�#�¯�#���#�×�#���4�4���h���F� P��H�
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çQ�4���g�RÓª�g�gâ©Í©� � �\î|�#�&�ô�#�\Í��#���4�8�g�:�.¼(�h���#�4���4���4���#�#���P�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�������|�_��Í©�Q�F�hÑ�Ñ
Îh�\¼&�:Í§�h�#�#���#�#� Ì �#�����#���4�8�g�:�.¼Q�håK�g�����#�\Í�8�4������Ô#��Ñ��������g�����yæ¤�g�4���#�/�����#�×Í������Û�g�#�g�:¼?�/��� �
� �_����êò�h� � æ¤�g�4���#�/�����#�ÝÍ������Q�g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#�.êD���g�g�|�h�����4�g� Ö ���|�hÑ�Ñï¼4â?Í§�ò�#���g���g�ª���¤Í©�
�¯�#�h���#Ñ��g���h�A�#�4���4���4���#�#���������#�g���g�����#�#�6�4�:�����#�×Îh�\¼y�:Í§�h�#�#���#�#�

oA143 p 7 ¶ Áy¾qÆ · ÁPÇq_r7AÂÈÇ;7 ¶ É »

Ï¤�Û���#�������\�\�����4�ÛÍ©�����ª����� � �#�g�ò���#��Ô|�h�����È�g�4�#�g�g�/�����h�fÔ#���h�#���#���#�Y�#���4�4���h���Ò���|����Í§�ÈÍ���Ñ�Ñ
�#�g� � �������#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#� Ì �#� � �\î|�#�������4�×Í§���#���g���g���§Í§�h�©���g�g�g����Ñ�¼����ª����� � �#�g� � Ôª¼ ÷ ���h���g�
�\�È�hÑH�K���Õ� 4 h��H��Ïó�ò���\�q�\�������PÔ#���h�#���#���#�y�#���4�4���h������Ó4�g�ò�h��Ô#�������h�:¼Û�����#�4�g�ÈÏó�D���#�gÑ�� � �g�����#�
�#�h�����4�Q�#���|�hÑ�Ñ�¼P�4��Ó4�g�Û���QÑ������g���_���#���hâ|�h���#��â6���$� k�P��A�h�������6�g�g�ñ�hÑÕ�F�h���h� Ì �#�g���\�q�4���È���#�È�#�\Í
� �\î|�#�������4�p���Ý���h�����6�RÍ§�g�:�q�#ÑÐÍ��#����� ��� � �#�g�g�����|�_�ÝÎ��#��Í�� �T�h�\���Ý�:����Ñ�Ñ<�#�4Ñ � �q�4�È���#�Y�#�\Í
� �\î|�#�������4�Q�h� � ���|�_��Ô6�4�#� � �������4�ª�ÒÔ8�ò�����#����Ó4� � �
HJ0mÔ;���C�������	=�Ö)�LÖ)�LÖ �Ä£�� ���g� �1� �1Â ����� Â � � ¨ �h�7��� É � λ �4�Q���#�#�/��� x1, . . . , xn ∈ Rn

â/Í��#�g���
R
���C�h���h��Ô#�������h�:¼(�����#�#âÒ���C�pá��|� � ���#�#Ñ��

BP = (G,w, s, t)
Í��#�g���

G = (V,E)
���Y�

� �����g�\��� � �h�\¼?�gÑ������4���h�#��Í������
V
Ô8�g���#�È���#�����\�§�h�KÓª�g�:�����g�g�§�h� �

E
Ô6�g���#�È���#�����\�§�h�2� � �4�g�gâ

w
������Ññ�hÔ6�gÑ�Ñ����#���q�#�#�\�����4�Q�h� �

s
�h� �

t
�_�����¤Í§�×���6�g�g�ñ�hÑ�Ó4�g�:�����g�g���h�A���#�D�4���h�#���

ûp�×�Y�F¼ð�h�����#�������|�_�
V = {s = 1, . . . , t = λ}

�h� � ���|�_�D�q�4�D�F�h����� � �4�
(i, j) ∈ E

���
�#�4Ñ � �ò���|�_�

i < j
�yü2�\�

w
�h�������4�����Û�F�h��� � � �4�Y� � �g�4���g�¯Ü�5Y�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ`��Ó4�g�

R
���ô���#�

���#�#�/�ÒÓh�h���ñ�hÔ#Ñ��g�gâ/�H���h��â

w(i, j) =
n∑

k=1

alkxk + bl, alk, bl ∈ R
�h� �

1 ≤ l ≤ λ2.

Ö �4�7�F�h��� � �����g�\��� � �|�_���
φ = (i1, i2, . . . , ik)

�q���4�
i1
���
ik
���
G
â_���#�\Á¤�/� Â �1�2�h� φ ��� � �\î|�#� ����×Ô6�D���#�ò�#��� � �#�¯�

w(i1, i2) · w(i2, i3) · · ·w(ik−1, ik)
�
W (i, j)

� �g�#�h���g�����#�p�§��� � Ø�Á¤�/� Â �1�
�h�A�hÑ�Ñ � �����g�\��� � �|�_���#�©�q���4�

i
���
j
�q�4�

i < j
ënÓ?���\Í©� � �h�Ò���q�#�#�\�����4�C�h�

x = (x1, . . . , xn)
í �

Ì �|�_�����
W (i, j) =

∑

φ(i,j)

k−1∏

m=1

w(im, im+1)

Í��#�g���
i = i1

�h� �
j = ik

�h� �
φ(i, j)

� �g�#�h���g�����|�_���y�q���4�
i
���
j
�
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Ì �#�ò�q�#�#�\�����4�
f : Rn → R

�g�4���#�/��� � Ôª¼y�×Ô#���h�#���#���#�×�#���4�4���h�
BP

��� � �\î|�#� � Ôª¼

f(x) = W (1, λ)(x) = W (s, t)(x).

D\y�IL#$&(W�0 =�Ö)�LÖý �Ö ü2�\�
R
Ô8�ò�Ý�g�4���Ý�/���_����Ó4�������#��Í������]54�f���Ò�h�y�¯�#�h���#Ñ����h�A�ÝÔ#���h�#���?Ü

���#�ô�#���4�4���h� �h����� É � <ð�4�(���#�#�/��� x1, x2, x3, x4

�g�4�#��� � �g�����#�P�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�ð�4���h�#��â<Í��#�g���
x1, x2, x3, x4, a, b ∈ R

�

1

2x1

x4

5

3

4

x3

x2+bx3

a+x4

ûp�ò�|�FÓª�

w(1, 2) = x1, w(2, 3) = x3, w(3, 5) = a+ x4, w(1, 4) = x4, w(4, 5) = x2 + bx3.

7��g�#�g�hâ|���#�DÍ©�g���4�ª���h�7���#�ò�|�_���
φ = (1, 4, 5)

��� � �\î|�#� � ���×Ô6�

w(1, 4)w(4, 5) = x4 · (x2 + bx3).

Ì �#�Ý���h���hÑÕÍ©�g���4�ª�
W (i, j)

�gá��|�hÑ��
x1x3(a + x4) + x4(x2 + bx3)

�_� � ���?�#�����#���q�#�#�\�����4�
�g�4���#�/��� � Ôª¼

BP
���

f(x) = x1x3(a+ x4) + x4(x2 + bx3).

Ïó�
R
�����Y�g�4���Ý�/���_����Ó4�È�����#�×Í������254â8���#���g�4���#�/���_�����4�Û�h�

f(x)
�F�h�ðÔ8�Ý�Y�h�#�8� � ���Y���#�

�g�4���#�/���_�����4�P�h�7���#� � �\���g�������|�h�ª���h�`���Y�_�����ï�C���P���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�ÝÍ§�F¼pëq���g�ò�h���#�ú� <�P�� í �
ü2�\�

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
� Ì �#�g��� ���&�h�*� � ¾��h�g�g�#�\¼j�Y�_�����ï�

H(x)
Ô6�gÑ��4�#�4���#�(���

�F�h���'Ô#���h�#�¯�#���#�p�#���4�4���h�
BP = (G,w, s, t)

Í��#�g���
G = (V,E)

�ÐÏó�DÍ©�ð�h�����#���Û���|�_�
V = {s = 1, . . . , t = λ}

�h� � ���|�_�D�q�4�D�F�h����� � �4�
(i, j) ∈ E

���ò�#�hÑ � �D���|�_�
i < j

â2���#�g�
H(x)

���D�h�
λ × λ

�Y�_�����ï�QÍ��#�g�����\�����:¼
(i, j)

�gá��|�hÑ��F:C���
(i, j) /∈ E

�h� �
w(i, j)

�h���#�g�.Ü
Í������h�©ù?���#�g�

G
����� � �����g�\��� � �h�\¼?�gÑ����D�4���h�#�

H(x)
�����h�Q�#�#�8�g�������ñ�h�#�4�#Ñ��h�§�Y�_�����ï�YÍ��#�����

���ò�#��Ñ��6�h���g�ª�F�YÏó�
r
���D���#�����#��Ô8�g�È�h�§� � �4�g���h�©���#��Ñ��4�#�4�g�:�È�|�_�����q���4�

s = 1
���
t = λ���#�g�

H(x)r+1 = 0
��û �#�g�ð�#�P�������#� � �g���:���h� � ���#�Y�����6�4������Ô#Ñ��ÈÍ§��Í���Ñ�Ñ2Í��������

H
���#�:���F� �

�h�
H(x)

�
ü2�\�

k Ú � � �C� � �g�#�h���Y�y�|�_�������|�_���g�4�#�����:���È�h�§�¯�#�h�\��Ñ�¼ k � � �4�g�g� Ì �#���g�����:¼ (i, j)
�h�©���#�
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�6�RÍ©�g�
Hk

�gá��|�hÑ��Ò���#�D���h���hÑKÍ©�g���4�ª���h�`�hÑ�Ñ � �����g�\��� �
k
Ü¤�|�_���#�Ò�q���4�

i
���
j
��7��g�#�g�hâ

H∗ :=
∞∑

k=0

Hk =
r∑

k=0

Hk

���§���#�ò�Y�_�����ï�YÍ��#�4���
(i, j)

�g�ª���:¼y�\á��|�hÑ��
W (i, j)

�©ù?���#�g�
Hr+1 = 0

Í©�È�4Ô/���h���C���|�_�

(I −H)H∗ = H∗(I −H) =
r∑

k=0

Hk −

r∑

k=0

Hk+1 = H0 = I

⇒ H∗ = (I −H)−1.

Ö �#�:���#�g�����4���hâA���#�Y�#�#�6�g�Ý�����4�����g�ª���:¼
(1, λ) = (s, t)

�h�
H∗
â � �g�#�h��� � Ô�¼

H∗
1,λ

â`�gá��|�hÑ��
W (1, λ)(x)

� Ì �#��� � �\���g�������#�g�Ð���#���4�/���#�/�
f(x)

�h�2���#���q�#�#�\�����4�
f : Rn → R

�g�4���#�/��� �
Ôª¼

BP
� Ì ���g�4���#�/�������#�D�g�����:¼

(1, λ)
�h�
H∗

Í©�ò�F�h�Û�h�#�#Ñ�¼ ÷ ���h���g�g� �����#Ñ��h��7��g�#�g�

H∗
1,λ = W (1, λ) = ((I −H)−1)1,λ = (−1)λ+1 detM

det(I −H)
,

Í��#�g���
M
� �g�#�h���g�©���#�����#Ô#�Y�_�����ï�Y�h�

I −H
�4Ô/���h���#� � Ôª¼ � �gÑ��\�����#�È���#��î|���:�Ò�g�4Ñ��#���C�h� �

���#�ÈÑñ�h�:��ë
λ
Üó��� í ���RÍò��ù?���#�g�

H
�����h�Û�#�#�8�g�������ñ�h�#�4�#Ññ�h�Ò�Y�_�����ï�CÍ©���|�FÓª�

det(I −H) s 54�7��g�#�g�
H∗

1,λ = (−1)λ+1 detM = f(x).

� 01#$IQ���E=�Ö)�LÖý=�Ö Ïó�
f
���Ò� Ú ���4Ñ��F�h�C�q�#�#�\�����4�C���#�g�P���#��� � �\���g�������|�h�ª�Ò�gá��|�hÑ��Ò�g�����#�g�ì:��4�

54â|�H���h��â#�����g�4�×�#�/�������#�D�q�#�#�\�����4�PÓh�hÑ��#�ò�������Ò���Kª��g���g�ª����� � �g�g� � �ò���7���#�ò�Y�_�����ï�
M
�����h�

�q�#Ñ�Ñ����h�#Î8�
D\y�IL#$&(W�0 =�Ö)�LÖ�R-Ö Ì �#��� � ¾��h�g�\�#�\¼ �Y�_�����ï���h�È���#�ð�4���h�#� �h�ÝÙA�#�h���#Ñ�� N �654� 4 Ñ��?�4Î��P�h�
�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�

H =




0 x1 0 x4 0

0 0 x3 0 0

0 0 0 0 a+ x4

0 0 0 0 x2 + bx3

0 0 0 0 0
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⇒ H2 =




0 0 x1x3 0 x4(x2 + bx3)

0 0 0 0 x3(a+ x4)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



,

H3 =




0 0 0 0 x1x3(a+ x4)

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



, H4 = 0.

ù?���#�g�
H∗ :=

∑
Hk
â|���§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��©���|�_�

H∗
1,5 = W (1, 5)(x) = x1x3(a+ x4) + x4(x2 + bx3) = f(x).

Ì �#�§���F�h���4�È����Ñ����4ÎD�gÑ��4���g�A�_�AÔ#���h�#�¯�#���#���#���4�4���h���Õ���Õ���|�_�`�\Ó4�g�:¼È�q�#�#�\�����4�
f
�F�h�ÝÔ8�©�g�4��Ü

�#�/��� � Ôª¼C�ÝÔ#���h�#���#���#�Ý�#���4�4���h�Qâ/�h� � �Y�h�ª¼ut¯�|�_���#���_Ñ�t��q�#�#�\�����h�C�T�h����Ñ����g��ëq���C�|�h�:�����g�#Ññ�h�
���g�4�#Ññ�h�ÝÑñ�h�#�4�|�h�4�g� í �F�h�"Ô6�P�g�4���#�/��� � Ô�¼ Ñ����#�F�h�.Ü¤��� É �CÔ#���h�#���#���#�ô�#���4�4���h���g� Ö �#�:���#�g�.Ü
���4���hâ6���#�ÝÔ#���h�#���#���#�C�#���4�4���h����� É �Ý�����#�PÑñ�h���4�g�����|�h�&���#���g�4�����g���6�4� � ���#�C�q�4���Ý�#Ññ�×��� É �
�h�
f
� 4 h��H�ú7��RÍ§�\Ó4�g�gâK�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_ÑïÜó��� É �òÔ#���h�#���#���#�Y�#���4�4���h�����h���È�#���4Ô|�hÔ#Ñ�¼y�#�h���6�RÍ§�g�:�q�#Ñ

�g�#�4�#�4�"�����/ª��g���g�ª��Ñ�¼(�g�4���#�/���Q�hÑ�ÑÒ�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ¹Üó�����×�P�g�4���#�/���hÔ#Ñ��P�q�#�#�\�����4�#�g� Ì �#�������
�RÍ����#�y���P���#�×�T�h�\�ò���|�_�D���#���6�RÍ©�g�È�h�©�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ¹Üó��� É ��Ô#���h�#���#���#�Q�#���4�h���_���ò�g�4���#�g� � �g�
Í������P���|�_���h� � ��åK�g���g�ª�ÒÓh�h���ñ�h�ª���Ò�h�AÑ��4�_Ü¤���|�h�g�D�g�4���#�/���_�����4�b� <G<��H�
� 01#$IQ���Ï=�Ö)�LÖý3�Ö Ì �#�P�#�#�6�g��Ô6�4�#� � �q�4�����#�C��� É �P�h��Ô#���h�#���#���#�ð�#���4�4���h�×�Ý�g�4���#�/�����#�
Ú �?�4Ñ��F�h�ò�q�#�#�\�����4�#�

f : {0, 1}n → {0, 1}
���7�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑH� Ö �4�Õ���6�g�g�ñ�hÑ��gÑñ�h�����g�A�h�#�q�#�#�\�����4�#�

�×���Y�hÑ�Ñ��g�§Ô6�4�#� � �F�h�ÛÔ8�È�#���RÓª�g���©���Q�¯�#�h���#Ñ��ò�h�7�q�#�#�\�����4�#�����|�_���F�h�ÛÔ8�È�g�4���#�/��� � Ô�¼
Ñ����#�F�h�.Ü¤��� É �§Ô#���h�#�¯�#���#�D�#���4�4���h���f�h��� Ú �?�4Ñ��F�h�Ý�q�#�#�\�����4�#� f(x) = 1+

∑
J⊆{1,...,n}

∏
i∈J xi

�
7��g�#�g�hâ

f(x) =
∏n

i=1(1 + xi)
�h� � ���#�g���Q�¯�/���:���Y�ôÔ#���h�#���#���#���#���4�4���h� �h����� É � n + 1�g�4���#�/�����#�

f
�

D\y�IL#$&(W�0^=�Ö��%Ö$��Ö ü2�\�

f(x1, x2, x3) = 1 +
∑

J⊆{1,2,3}

∏

i∈J

xi = 1 + x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + x1x2x3,
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Í��#�g���
xi ∈ {0, 1}

�q�4�
1 ≤ i ≤ 3

� Ì �#�g�

f(x1, x2, x3) = 1 + x2 + x3 + x2x3 + x1(1 + x2 + x3 + x2x3)

= (1 + x2 + x3 + x2x3)(1 + x1)

= (1 + x3 + x2(1 + x3))(1 + x1) = ((1 + x3)(1 + x2))(1 + x1).

Ì �#�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�ÝÔ#���h�#�¯�#���#�×�#���4�4���h�¿�h�A��� É �¸P×�g�4���#�/���g� f �

1 2 3 4
1+x1 1+x2 1+x3

� 01#$IQ����=�Ö)�LÖ xgÖ ��� �������g���g�:�����#�(�h�#�#Ñ����F�_�����4���h��Ô#���h�#���#���#�(�#���4�4���h����Ü��|�h���gÑ�¼"���#�
�g�4�#�:�����#�\�����4�&�h�f���_Ü¤�F�hÑ�Ñ�� � ���h� � �4��� É ���#���6�4Ñ�¼?�#�4�����hÑ��ÒÜ©Í§�h�����ª����� � �#�g� � ���2� <G<?â�< O �`�h� �
�q�#�:���#�g�P�h�g�#�g���hÑ������ � ��� � 4 h��H� Ì �#�g���ô���h� � �4��� É ���#�p�6�hÑ�¼?�#�4���ñ�hÑ��C�h���ð� ���g�#���g���g�ª���_�����4�
�h�©�q�#�#�¯�����4�#�òÔ�¼ðÑ��RÍ§Ü � �g�4���g�×�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ���Í��#���������ò�g���8�g�g�ñ�hÑ�Ñ�¼&�#���\�q�#Ñf�q�4�D���#� � �g�����4���h�
���g�g�#���È�Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼Y�g�4���#�/���_�����4�P�#���h���?�g�4Ñ��g�

oA1I0 >Â�É{<�½CË · ÁPÇ�Ã · Ë�Æ}|kÁy¾�7�8A<PËÕÅ�Æ:~ ¶ Ë ¶

Ï¤�����#���Y���g�\�����4��Í©�&�g�4�#��� � �g�C�h�������6�4�:���h�ª�Y�h�#�#Ñ����F�_�����h���h�D�#�4���4���4���#�#���y�g�:¼?�/���4�:¼?�.Ü
���g���g� � ��¨\� ¢ �)� �1Â Áq�C�C� � �g� �������§� ¥B¥m� � � �`ûp��î|���:�Ò�4��Ó4�D�h�C��������� � �#�\�����4�Y�������#���§�#���4Ô#Ñ��g�
Ôª¼ � �g���g����Ô#���#�y���È�h� � �4��Ó?���#�P�¯�#�h���#Ñ��g�g� Ì �#�g��Í©� � �\Óª�gÑ��4�p�y�#���h�����g�4ÑA���|�_�È���4Ñ�Ó4�g�D���#�
�#� � �g��Ñ�¼?���#�ô�#���4Ô#Ñ��g�Q� n �#���#���h���?�g�4Ñ§���Ý�#�4�?Ü¤�������g���h�\����Ó4�hâ<�/ª��g���g�ª�×�q�4�Ý�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_ÑïÜó��� É �Ô#���h�#���#���#�Q�#���4�4���h���gâ7�h� � �#���RÓh�hÔ#Ñï¼ô���g�g�#���h� Ì ���#�gâ`�ï�È���È�y�#�\Íß�h�#�#���ª�h�������yî|� � ����Ü
�#���RÓª� � ���4Ñ��/�����4�#�§�q�4�©���#�D�#� � �g��Ñ�¼?���#�×�#���4Ô#Ñ��g�Q�
÷ �4�#��� � �g�Ý���#�C�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�ôù?�g�g�|�h����� 54��Ïó��Í§�h����������� � �#�g� � �h�B��� �/¢ ��� � �C� �/¢ �C�+�-� � Ø ¢Q� �)� � �
��� ��5��Òëq���g�×�hÑ����^� k O â�PZh�� í �h� � �����F�h�ðÔ6���q�4�#� � ���Û���#�ÝÑ������g���_���#���òÍ������&���\Ó4�g���hÑ � ��åK�g���g�ª�
�#�h�����4�#�gâ8�h���#��â6���$� h�k/â-5�h��H�¼¿��h���ò���|�_�����&ù?�g�\�����4� N � N Í©���g�4�#��� � �g�������g�g�|�h�����YÎ��#�RÍ��ð�h�
� ��¨\� ¢ �)� �1Â Áq�C�C�]� �g� �������§� ¥ú¡�¢1�g� �)� � � �\â/���|�_�����Ò�gá��#��Ó_�hÑ��g���Ò���Yù?�g�g�|�h������54�
d��G01�-IQ�����	�LÞ
��Ñ����g�ô�|�h�Û� �q�#�#�\�����4�

f : Rn → R
���|�_�Û���#� � �?�g�Q�#�h�QÍ§�h�ª�Q�������\Ó4�F�hÑ��h� � ���4���

���g�g���\�����#�#�/���
x1, . . . , xk ∈ Rk

� Ú �4Ôô�|�h�ò���4�������g�g���\�����#�#�/���
y1, . . . , ym ∈ Rm

Í��#�g���
k + m = n

����Ñ����g������Í���Ñ�Ñ����#�C���y�g�4���#�/���
f(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) =: f(x, y)

�4�ô�#�g�
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���#�#�/���
xi, 1 ≤ i ≤ k

�h� �ðÚ �4Ô�� �����g�g���\�D���#�#�/���
yj, 1 ≤ j ≤ m

�������|�_���4�#Ñ�¼ Ú �4ÔÛÑ��F�h���#�
���#�Ò�4�/���#�/�<�h�8���#�©�q�#�#�\�����4��� Ú �4Ô��h� � ��Ñ����g�§���#�4�#Ñ � Ñ��F�h�����#�h���#���#�D�hÔ6�4�/�`���#�Ò�h���#�g�f�4�#�g�
���#�#�/�ÒÓh�hÑ��#�g��Ô8�g��� � �g�����#�ò���/�q�4���Y�_�����h�C���|�_�Ò���#�ò�4�/���#�/�����\Ó4�F�hÑ��g�
XYIQ����IL����.�Þ
54� Ö �4�`���4�����h�#�#Ñ����F�_�����h�#�AÍ§�Ò�g�4�#Ñ � ���#���#ÎÝ�hÔ6�4�/�

f
Ô8�g���#�È�D�#�#Ô#Ñ����©�q�#�#�\�����4�Ûëq���g���h���#�

� k O âQPZh�� í � Ì �#�È���4Ñ��/�����4�P�4��Ó4�g�yÔ6�gÑ��RÍ �F�h�Q�hÑ����×Ô6�ò�#��� � �������4Ñ�Ó4�D���#���Ò���g�g�|�h�����#�
4 ��Ï¤�Q���4���D�F�h���g����Ñ����g�D���#�4�#Ñ � Ñ��F�h���P���#�ò�4�/���#�/�Fâ/�����#�
N � n �#Ñ�¼C��Ñ����g�D���#�4�#Ñ � Ñ��F�h���P���#�ò�4�/���#�/� f(x)
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54�����Ý�h� �¯�#�h�×�#Ñ��Y�h��ù?�g�g�|�h�����$5�Í©�C�g�4�#Ñ � ���#���#Îô�hÔ6�4�/����Ñ����g���|�FÓ?���#�&�h� �/ª��g���\���
�hÑ��4�4���ï���#�Þ�q�4�D�T�_�\���4�����#�P���|�_�È���#���#���g�È���Q�F�h�������4�#�\¼&Í������p�h� � �����#�òÍÒ�h�ª���ò���
Îh�g�g�&�#����Óh�_���h� Ú �4ÔÛ�|�h���h�Q���#�#�/�����|�����#�òÍ§�h�����������|�RÓ4�ò�T�h�\���4��� É � � �©��Ñ����g�ò�håK�g���
Ú �4ÔP���×�T�h�\���4�Ò�#���Ò���#�#�/�Ò�q�4�Ò���4�#�\¼4�

4 �����D���.¼?�#���F�hÑ7�¯�#�h���#Ñ����h�f���#��î|���:��Óh�h���ñ�h�ª��Í©�Ý�g�4�#Ñ � ���#���#ÎÛ�hÔ6�4�/����Ñ����g�òÍÒ�h�ª�����#�
���×���gÑ�Ñ2�#�g���g�4���#�/�����#���6�RÍ©�g�Ò��� Ú �4ÔP�q�4�����#�#Ô#Ñ����ò�hÑ��4�4���ï���#�Q�
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�4�/���#�/��Ü��h�����ÛäÐ�h���ñ�h�ª� 4 Ü§Í§�Ý�|�FÓª�����#�Ý���g�g�|�h�����C�#���|�hÑ�Ñ�¼Q�g�4�#��� � �\��� � ��� 4 Ü¤�|�h�:�¤¼
�g�4���#�/���_�����4���#���h���?�g�4Ñ��g�Q���Ý�h� �¯�#�h���#Ñ��×Í§�Y�g�4�#��� � �g�
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���|�_�©�g�4���#�/���g�Ð���#���Y���/���Ý�#�)�h���.Í©�Ý���#�#�/���g�`��Ñ����g���h� �CÚ �4ÔC�#�RÍ �#���
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���Y�4� � �g�

��� � �g�g� � ��Í��#�P�h�f���#�g�Þ�F�h���#�D���4���È���4�#�\¼4�ÈçQ�#Ñ������|�h�:�¤¼Q�g�h���#�/���_�����4�Û���hÑ��/�����4�#�
�q�4�D���#�¯� �P���g�g�|�h����� � ��åK�g�D�q���4���4�#�ò���4Ñ��/�����4�ð�����#�g�����ð���#���q�4�����g�D�4�#�����#�����4Ñ��g�
�h�<��Ñ����g�Ý�h� �ôÚ �4Ôô�h���Ý�#���|�hÑ�Ñ�¼Û�:¼?�����\�������hâK�H���h��â6���#���g�4���#�/���_�����4�#�����#�\¼Û�|�RÓ4�Ý���
�6�g�:�q�4��� �h���f�#�F�h��Ñ�¼����#�<���h���h�Aù?�g�©ù?�g�\�����4�¸P#� O �q�4�2���#�����Ò�Ý�#Ñ������|�_�:�.¼��g�4���#�/���_�����4�
�#���h���?�g�4Ñ2�h� � �q�#�:���#�g� � �\���h��Ñ��g�

P#����Ñ����g�ÒÍ§�h�ª�����#�È��� � �Ý�È�g�4�#���#���g�.Ü¤�4�#���#���4�×�6�4Ñ�Ñ|���Ð�h�Y�¯�#�h���#Ñ����h��äÐ�h���ñ�h�ª� N �q7��g���hâ
��Ñ����g�×�g�4Ñ�Ñ��g�\���È���#�#�/�ÈÓh�hÑ��#�g���h� Ú �4Ô'ëT�h� � �h���#�g�È�g�����������g� í ���&�\Ó_�hÑ��|�_���×���#�\���#���ïÜ
Óh�_���gÑï¼4�
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÷ Ñ��F�h��Ñ�¼Èù?�g�g�|�h�����Y5Ð�F�h�ÈÔ6�Ð���4Ñ�Ó4� � Í������È�4�g�#�g���hÑª�#���h���?�g�4Ñ��2�q�4�Õ���g�\�#���<�q�#�#�\�����4�È�\Óh�hÑ��|�_�����4�
ëq���g�Ò�h���#��â%� k O â�PZh�� í �;7��RÍ§�\Ó4�g�gâªÍ©�§Í©�4�#Ñ � Ñ���Îh�Ð�����|�RÓ4�������4Ñ��/�����4�����|�_�`���`�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�hâ
�H���h��â`��Ñ����\�Y�h� � Ú �4Ô ���#�4�#Ñ � �|�FÓ4�C�4�#Ñ�¼ô�4�#�Y���4�#� � �h� � �_���Û�¯�/���|�h�#�4�P�h� � ���#�4�#Ñ � �#�h�
�|�FÓª�×���Û�\�4�����#�#���F�_���Ý�q�#�:���#�g� � �#�����#�y���#���\Óh�hÑ��|�_�����4�ô�h�©���#���q�#�#�\�����h��� Ö �#�:���#�g�����4���hâ
����Í©�4�#Ñ � Ô6�Ý�4�/�����Y�hÑÕ���P�#���RÓ?� � �×�C���4Ñ��/�����4�&���ÛÍ��#���¯�&���#�ÝÍ§�h��Î�Ñ��ª� � ���|�_�ò��Ñ����g�Ý�|�h�����
�6�g�:�q�4��� � �g�8�g� � �Ð�4�#Ñ�¼��4�����#�Ò�/ª��g���g�#�\¼��h�8���#�Ò�#� � �g��Ñ�¼?���#�D�g�#�g�:¼?�/�����4�×���¯�#�g���hâ�Ô#�/�<�#�h�
�4�y���#��æ¤��� É �¯êD�h� f â|�H���h��â/���#�ò��� É �ò�h�`���g�����g�#�����g�4���#�/�����#� f �ù?�4���f�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�`���4Ñ��/�����4�#���|�RÓ4�<Ô6�g�g� � �g���g����Ô8� � �������#�fÑ������g���_���#���hâR���g�<�h���#�¤� h�k/âG5�h��H�
7��RÍ§�\Ó4�g�gâ#�#�4�#���h�Õ���#�g���håK�g���§��� � �g�6�g� � �g�#�¯¼P�h�2���#��æ¤��� É �¯ê��h� f � Ì �#�DÔ8�g�:��Î��#�RÍ��y�#�4�?Ü���ª���g���h�\����Óª�����4Ñ��/�����4�&���y�4�#�D���\�g�|�h�����Q��� � �g���g����Ô6� � Ô�¼ôé�� Ú �F�FÓª�g�ò���E� O �H�×Ïó�ò�#����Ó?� � �g�È�
���4Ñ��/�����4�×�q�4�Ð�#�4� � �\���g�������#���:������Ñ��4�_Ü¤���|�h�g���q�#�#�\�����4�#��ë)¿�ü n ì ù/Ø6� ÷ Ù í �h� � ���©���ÐÔ|�h��� � �4��Û�g�4�#�:�����#�\�����4� Ôª¼ ù/�h� � �g���\���hÑH�$� h�k��H� Ì �#�CÑñ�_�����g� � �g���g����Ô8� � �Û�#���h���?�g�4Ñ<�#�����#�&�#�RÓª�gÑ
�g�4�#�:�����#�\�����4�#�©Í��#�����P���gá��#�����g�§�4�#Ñ�¼��4�#�����4�#� � �_�Õ�������g���h�\�����4�����Ý�\Ó_�hÑ��|�_���
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�h� � Í��#�����ð�4��Ó4�g� Ú �4Ô&�g�4���#�/���_�����4�|�hÑÕ�#����Ó_�h�\¼Q�q�4���#�������#�#�/�
y
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f
��7���Í©�\Ó4�g�Õ��Ñ����g�h� ��Í©�4��Î�Ñ��ª� �D� �g�6�g� � �Õ�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑ�Ñ�¼

�4�ô���#� � �g�/���
d
�h�Ð���#�×�g�����g�#���

C
� Ì �#�g���\�q�4���hâÕ���#���D���4Ñ��/�����4�ð���DÔ6�4�#� � � � ���y�g�����g�#�����D�h�

Ñ��4�ª�h���ï���#����� � �g�/���&Ü�Î��#�RÍ��p�h�
NC1

�g�����g�#���F� Ú �F�FÓ4�g�t� O �f�����#���RÓª�g�����#�����4Ñ��/�����4�&�4��Óª�\�
Ôª¼Ûù/�h� � �g���\���hÑH�¤7��È���ª����� � �#�g�g���#�RÓ4�gÑ7�|�h���hÑ�Ñ��gÑ�� É �_�����4�P���g���#�#��á��#�g���h� � �g�4��Ô#���#�\�����#�g�
Í������×���#�����\���#� � � � �g���g����Ô6� � ����� h�k��H� Ì �#���ÐÑ��g� � �f�����ò�#���h�����g�4Ñ#Í������Y�DÑñ�_���g�#�\¼��h�;5����|�_�
�#���g�È�#���g�#���?�g�\�������#�y���Q�h���#���\Ó4���P���4Ñ��/�����4�&�q�4�¸¿�ü n ì ù/Ø6� ÷ ÙÒ��ûp�×�#�RÍ)�g�4�����#�ôÍ�������P�#�\Í��h�#�#���ª�h���ô���y�����#���RÓ4�Ý���#�����g���#Ñ����D�q���4�U� h�k��H� n �#�ò�h�#�#���ª�h�¯�ô���D�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�Í������#�4�/���#���g�#���?�g�g�������#�Y�h� � ���Ò�����/ª��g���g�����q�4�Ò�6�4Ñ�¼?�#�4�×�ñ�hÑKÔ#���h�#���#���#�×�#���4�4���h���g�
n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼4â7�y�|�_���#���hÑf�F�h� � � � �_�������Q���4Ñ�Ó4��Ô8�h���p���gá��#�����\���g�����Yëq�#�Q�������g���h�\�����4�ô�h� � ���?Ü� �g�6�g� � �g�#�\¼ �h�§���#�Y��� É �Y�h� f í Í©�4�#Ñ � Ô6�C�Q�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ7�hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼ð�#�4���4���h���#�#����g�#�g�:¼?�/�����4�������#�g���©�����#�g�Ð���Õ�#���RÓ?� � �g�A�Ò���?�4Ñ4�q�4�Õ�g�4���#�/���_�����4�#�2�4���g�#�g�:¼?�/��� �Ý� �_���/�(7���Í©Ü
�\Ó4�g�gâ6�h�Q�/ª��g���g�ª���h� � ���g�g�#�����hÑ��4�gÔ#���h���F�hÑ�Ñï¼Y�#�4���4���4���#�#���������#�g���ò�|�h���#�h��Ô6�g�g�y�q�4�#� �
¼4�\�F�×���È�hÑ����F� � ¼&���g�ª�����4�#� � ����ù?�g�\�����4� 4 �65��hÑ�Ñ`Î��#�RÍ��������#�g���g�È�|�FÓª����� � �F�hÑAÍ��������h�
�¯�/�6�4�#�g�ª���ñ�hÑÐÔ#Ñ��RÍ��#� � �#�����#�Q���\�6�F�_��� � �g�4���#�/���_�����4�#�g� Ì �|�_�Ý���òÍ��ª¼����#�g�����h�#�#Ñ����F�_�����4�
���g�4�6�©���7���g�:�������\��� � �����q�#�#�\�����4�#�7���|�_�A�F�h�ÝÔ8�©�����#Ñ��g���g�ª��� � Ô�¼
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�#���RÓª�g�����|�_�§�h�ª¼ Ú �?�4Ñ��F�h���g�����g�#���<�h�2Ñ��4�4�h�������#�×��� � �g�/���Y�F�h�YÔ6���/ª��g���g�ª��Ñ�¼×�����Ý�#Ññ�_��� � Ô�¼
�D�g�����g�#���<�RÓª�g�Ð�h���h��Ô#�������h�:¼�î|�#�����Ò�#�4�#���4Ñ�Óh�hÔ#Ñ��Ò�4���4�#���;7��g�#�g�����#���#���4�6�4��� � �g�#�\��¼?�/�����h�#�
�h�A�#�h�?Ü.�hÔ6�gÑ��ñ�h�C�4���4�#�#�Ò�h� ì �����4�4�����\Ó��\���hÑH�/���b� <�:/â%<15/�Ðëq���g��ù?�g�\�����4� 4 �65 í �F�h�yÔ6�È�h�#�#Ñ���� �
���Ý�4Ô/���h�����g�#�g�:¼?�/�����4�#�§�h�

NC1
�g�����g�#�����g�q7��RÍ§�\Ó4�g�§��Í����#�È���È���#���¯�/�8�4�#�g�����ñ�hÑ6Ô#Ñ��RÍ��#�C�h�
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n �#�����4Ñ��/�����4�P�#���g���g����� � Ô6�gÑ��RÍk�q�4��ù?�g�g�|�h������5ò���ÒÔ|�h��� � �4�Q�h�Q� � �F�Ý�h�`ö��4�|�hÑ �Û÷ ���h���g�g�Ïó�C�|�h���.Í©� ���#�4��� � ���g�ª���g�kû��ð�h�����#���Q���|�_�Y���#�Q�q�#�#�\�����4�

f
���Y�4��Ó4�g��Ôª¼���Ô#���h�#�¯�#���#�

�#���4�4���h�¿���P���#�D�q�4���¿�h�7���#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#��� � ¾��h�g�g�#�\¼y�Y�_�����ï�K� Ì �#�g�yÍ§�ò�g�#�g�:¼?�/�����|�_�
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Ô6�g���#�C�Y�#�������òî|�gÑ � � Ì ���#��Í§�Ý���R¼y�#���Ý�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ6� �#� ������Ó4�gÑ�¼y�#�4���4���4���#�#���ò�g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g���È�h�����#� ì �4Ñ � Í§�h�����g�.Ü:çÛ���F�hÑ��A�����#�g����� P O �f�4�

M = (Z� 2Z,+)
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����Ó4�gÑ�¼Û�h� � ���F�hÑñ�h���#�4���4���4���#�#���ò�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g����Í���Ñ�ÑÕÔ8� � �\Ó4�gÑ��4�6� � �4�ð�h��Ô#�������h�:¼Pî|�#�����
î|�gÑ � �©ÜÐ���_���#�g�§���|�h�y�#��������î|�gÑ � �§Üf���#�g�Q�h�#�Ò���4Ñ��/�����4�P�F�h�y�����×� � �ñ�_���gÑï¼YÔ8�ò�4�g�#�g���hÑ������ � �
� 01#$IQ���J=�Öý �Öý=�Ö Ïó�Õ���2�hÑ����Ò�6�4������Ô#Ñ��A���Ò�g�4�#��� � �g���q�#�#�\�����4�#�

f : Rn → R
Í��#�g���

R = Z� NZ�h� �
N = pq

���D���#���#��� � �#�\���h�©�¤Í§�QÑñ�h���4�×�#�������g�g� ì ��Ó4�g�
x ∈ Z� NZ

���#���#���4Ô|�hÔ#��Ñ����¤¼
���|�_�

gcd(x,N) = 1
��� φ(N)

N
=
∏

p|N(1 − 1
p
) = (1 − 1

p
)(1 − 1

q
)
�Èù?���#�g�È���#�����#���4Ô|�hÔ#��Ñ����¤¼

���§�#�g�4Ñ����4��Ô#Ñï¼��gÑ��4�������J54â|�hÑ����4�:�§�hÑ�Ñ6�gÑ��g���g�����Ò�h��������Ó4�g�:����Ô#Ñ��h� Ì �?�#�gâ|���C�#���h�\�����g��Í§�D�Y�F¼
�h�����#���Q���|�_�

Z� NZ
Ô6�g�|�FÓª�g�YÑ���Î4�Q�ðî|�#�����yî|�gÑ � � 7��RÍ©�\Óª�g�gâÒ���(���#�����F�h���Q���#�Q���g�g�#�����.¼

�h�Ò�4�#�È�#���h���?�g�4Ñ<�F�h� �#�h��Ô6���q�4���Y�hÑ�Ñï¼ð�#���RÓ4�g���&ÙA�#�h���#Ñ��g�È�h�Ò�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ7� �#� ������Óª�gÑ�¼
�#�4���4���4���#�#���×���¯�#�g�×�g��Í������

M = Z� NZ
�h���YØ`�_��Ñ�Ñ����g�g� �ò���¯�#�g�×�]� O k��§�h� � ���#�Y�gÑ�Ñ����/�����

�g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g�§�����#�g���t� P N �2Í��#�����yÍ©�DÍ���Ñ�Ñ � �g���g����Ô8�È���Qù?�g�\�����4��P#� 4 �
� �L��IK�������]=�Öý �Ö�R-Ö ü2�\�

M
Ô6�§���Y�_�����¹�È�RÓ4�g�7���#�©���g�����h�4�§���|�h�\�

M
�h� �

EB : M → C
Ô6�

�h�×�g�#�g�:¼?�/�����4���q�#�#�¯�����4�×�#� � �g�<���#�#Ô#Ñ����§Îh�\¼
ke = B

� Ì �#���#�h���_�����4�
EB(M)

���F�h�#�A���|�_�
EB

�����h�#�#Ñ���� � �4�Û�F�h�¯�&�g�ª���:¼Û�_�
M
�h� � ���|�_�����#�����g���#Ñ�������Í����������g�&���Û�Y�Y�_�����ï�Q�h�ª�h�����

û �#�g�Û�h�#�#Ñ�¼?���#�����#�È�hÑ��4�4���ï���#���©� �#� �4��çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��Ò�4�y���#�¯�Q�\���#�#�g�:���¯�?���Y�_�������g�g�gâ?Í§�
�h�#�#Ñ�¼Y���#�g���4�y�F�h���Q�g�����:¼P���g�|�h���_���gÑ�¼4�
Ö �4���QÔ8�\�����g���#� � �g���:���h� � ���#�ÛÍ©��î|���:�Ý�4��Ó4�Y�QÔ|�h�����×Óª�\�������h� �h�Ò�4�#�È���4Ñ��/�����4��â7�h� � ���#�g�
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�����#���RÓª�������Ò�/ª��g���g�#�\¼Q�_�n���g�:Í§�h� � �g�
v IL.V�)�^d���W)����������Þ
54� Ú �4Ô �g�#�g�:¼?�/���Ý�#���È���#�#�/��Ó_�hÑ��#�g�

yj, 1 ≤ j ≤ m
Í������p�#���È�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼

B
�#�����#�&�

�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ�� �#� ������Ó4�gÑ�¼Û�#�4���4���h���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�ô���¯�#�g���
E : M → C

Í��#�g���
M = (R,+)

�h� �
R
���È�P�#�������Ýî|�gÑ � �Ýûp� � �g�#�h�������#���p�g�#�g�:¼?�/�����4�#�òÔ�¼

EB(yj)Í��#�g���
1 ≤ j ≤ m

� Ú �4Ôy���g� � �����#�g���È�g�#�g�:¼?�/�����4�#�Ò���×��Ñ����g�h�
4 � Ì ���g�4���#�/���Ð�h�È�4�/���#�/�

f(x, y)
���|�_�7�F�h�È�4�#Ñ�¼DÔ8�Ð���F� � Ôª¼ Ú �4ÔÈ�4��Ó4�g�È�#���Õ�g�#�g�:¼?�/��� �

���#�#�/���
EB(yj), 1 ≤ j ≤ m

�_� � ��Ñ����g�h� �Ý���#�#�/���
xi, 1 ≤ i ≤ k

âf��Ñ����g� � ���g�����#�
�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#�
ëT� í ü2�\�

BP = (G,w, 1 = s, λ = t)
Ô8�C�ÛÔ#���h�#���#���#�Û�#���4�4���h� �h�Ò��� É � λ �g�4��Ü�#�/�����#�C��Ñ����g�h� ���q�#�#�\�����4�

f
�Èü2�\�

H
Ô6�����#�Ý�g�4�����g���6�4� � ���#�

λ × λ
� � ¾��h�g�g�#�\¼

�Y�_�����¹�K� Ì �#���g�ª�������g�ò�h�
H
�h��� � �g�4���g�¯Ü�5×�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ����RÓ4�g�

R
���ð���#�×���#�#�/�

Ó_�h���ñ�hÔ#Ñ��g�
xi

�h� �
yj

â/�T���h��â����#�\¼��gá��|�hÑ ∑n
i=1 alizi + bl, ali, bl ∈ R, 1 ≤ l ≤ λ2

Í��#�g���
zh ∈ {xi, yj|1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m}, 1 ≤ h ≤ n

ëq���g��ù?�g�\�����4� N �65 í �
��Ñ����\� � �gÑ��\���g�Ð���#��î|���:�§�g�4Ñ��#�����h� � ���#��Ññ�h�:�Ð���RÍ'�h�

H
�h� � �4Ô/���h���#�Ð�È�Y�_�����ï�

H−
��ù?�#�y���g�#Ññ�h�g�g�×�F�h�¯�"�g�ª���:¼ ∑n

i=1 alizi + bl
�h�
H−

Í������(�������g�#�g�:¼?�/��� �
�g�ª���:¼

EB(
∑n

i=1 alizi + bl)
���Û�4Ô/���h��� �h� �g�#�g�:¼?�/��� � �Y�_�����ï�

E(H−)
� ¿��h���

���|�_�Ð���#���Ð�F�h�CÔ6� � �4�#����Í����#�È���È���#���#�4���4���4���#�#�����#���4�8�g�:�.¼��h�����#���g�#�g�:¼?�?Ü
�����4�Û���¯�#�g���h��Ïó�

zh ∈ {xi|1 ≤ i ≤ k}
â��H���h��â����`���#���g�ª���:¼&�h�f���#�Ý�Y�_�����ï�

H−

���×�ô�6�4Ñ�¼?�#�4�����hÑ©���"�#�g�×���#�#�/�Fâ<���#�g����Ñ����g�P�����hÔ#Ñ��P�����g�4���#�/���
EB(alhzh)� �����g�\��Ñ�¼ �#�����#� Ú �4Ô�� ���#�#Ô#Ñ����PÎ4�\¼

B
�	¿��h���y���|�_����Ñ����g�PÎ��#�RÍ��

alh

�h���|�h�:�
�h�Ò�#�g�È�q�#�#�\�����4�

f
�QÏó�

zh ∈ {yj|1 ≤ j ≤ m}
â`�H���h��â7���#�Y�g�ª���:¼ � �g�8�g� � ���4�

Ú �4Ô�� �È���#�#�/�Fâ7���#�g� �4��Ó4�g� �g�#�g�:¼?�/�����4�#�
EB(yj)

�h� Ú �4Ô�� �����#�#�/�����h�p�g�#�g�:¼?�?Ü
�����4�

EB(alhzh)
�F�h�&Ô6���g�4���#�/��� � �#�����#�����#�Ý�hÑ��4�4�������#��çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����h�`���#�

�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���D���×�4Ô/���h���
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(alh, EB(yj)) = EB(alhyj) = EB(alhzh),

�q�4�
1 ≤ h ≤ n, 1 ≤ l ≤ λ2

� Ì �#�g�'�4��Óª�g�"���#�&�g�#�g�:¼?�/�����4�#�
EB(alhzh)���#�y�g�#�g�:¼?�/���×�F�h�¯�

bl
�h� � �#���g�����#�Q�hÑ��4�4���ï���#��� �#� ���ô�4�\���h�(�g�#�g�:¼?�/�����4�

EB(
∑n

i=1 alizi + bl)
� Ì ���#�ò���#�����D�hÔ#Ñ��È���C�g�4���#�/���×�h�ð�g�#�g�:¼?�/�����4�

E(H−)�h�A�#�g��ëq��� � �#�g� � í � � ¾��h�g�g�#�\¼y�Y�_�����ï�ôëq���g�Ýù?�g�\�����4� N �65 í �
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ëqÔ í ��Ñ����\� � �gÑ��\���g�`���#�©î|���:�<�g�4Ñ��#���Ý�h� � ���#�ÒÑñ�h�:�`���RÍ"�h�8���#�
λ×λ

� � �g�ª�����.¼È�Y�_�����ï�
I
�����4Ô/���h���P���#�ò�Y�_�����ï�

I−
� Ì �#�g�&���#�È�\�4���#�/���g���h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�

EB(I−)
�h�

I−
Ôª¼P�g�#�g�:¼?�/�����#���F�h�¯�Q�g�ª���:¼�:��h� � 5È�#�����#� Ú �4Ô�� ���#�#Ô#Ñ�����Î4�\¼4�

ëq� í é��#�����È���#���#�4���4���4���#�#�����#���4�8�g�:�.¼��h�����#���g�#�g�:¼?�/�����4�C�����#�g������Ñ����g�����©�hÔ#Ñ��
���ô�g�4���#�/���

EB(I− − H−) =: EB(M)
�g�ª���:¼(Ôª¼(�g�ª���:¼jëq���g�&ù?�g�\�����4� N �65 í

�����#�g�
� �#�

(EB(I−),
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(−1, EB(H−))) = EB(I− −H−) = EB(M)

Í��#�g���D���#�È�hÑ��4�4�������#�×�§� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����h���È�h�#�#Ñ���� � �4�y�F�h�¯�Q�g�ª���:¼4�
ë � íPÌ �ÈÔ#Ñ���� � âª�H���h��â4���È�#� � �§���#���g���������g�

(EB(M))i,j

�h�6���#���f�Y�_�����ï�Kâ4��Ñ����g�Ò���#�?�4���g�
�¤Í©�P���h� � �4�

(λ − 1) × (λ − 1)
�Y�_�������g�g�

S, T
�RÓ4�g�

R
â����Y���|�_�

det(S)
�h� �

det(T )
�h���È�#�#���������

R
�§Ïó�

f
�����#�h��� Ú �?�4Ñ��F�h�y�q�#�#�\�����4�y���#�g�&��Ñ����g�ò���#�?�h���\�

S, T
ÍÒ�����

det(S) = (det(T ))−1
� Ì �#�g�P���#���g�4���#�/���g�

EB(S ·M ·T )
é��#�����

���#�©� �#� ������Ó4�gÑ�¼ò�h� � ���F�hÑñ�h�Õ�#�4���4���4���#�#���<�#���4�8�g�:�.¼ò�h�#���#�Ð�g�#�g�:¼?�/�����4�������#�g���
���#���Ò�g�4���#�/���_�����4�P�F�h�yÔ6� � �4�#�h�<Ïó�����

(EB(SMT ))i,j = EB(
∑

l

∑

k

si,k ·mk,l · tl,j) = EB(
∑

l

∑

k

si,k · tl,j ·mk,l).

��Ñ����\�D�#���g�����#�È�hÑ��4�4���ï���#� çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��Ò�����g�h���#�/���D���#�DÓh�hÑ��#�g�
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(si,k · tl,j, EB(mk,l)) = EB(si,k · tl,j ·mk,l).

¿��h���Q���|�_�C��Ñ����g�QÎ��#��Í��Y���#�ÛÓ_�hÑ��#�g�
(si,k · tl,j) ∈ R

� Ì �#�g� ���#�&�#���g�C���#�
�hÑ��4�h���ï���#�¿� �#� ���Y�4Ô/���h���

EB(SMT ))i,j

��ù?���#�g�
R
�����×î|�gÑ �

EB(S ·M · T )���§�h�y�g�#�g�:¼?�/�����4�P�h�A�Ý���h� � �4�¿�Y�_�����ï���h�Õ���#�D���h�������h�#ÎC�h�
M
ëq���g�Èü2�g���Y�

N � 4 �ih í �
ëq� í ��Ñ����\�D���g� � �����#�ò�g�#�g�:¼?�/�����4�

EB(S ·M · T )
��� Ú �4Ô��

N � Ì ���4Ô/���h���
f(x, y)

Ú �4Ôy�#���g���#���Ò���g�g���\��Î4�\¼P��� � �g�g�:¼?�/�����#�ò�g���������g���h�
EB(SMT )�h� � �����#���#�ò�4Ô/���h���#�

SMT
�

Ïó�
f
���Ð� Ú �?�4Ñ��F�h���q�#�#�\�����4�����Ð���<���Kª��g���g�ª�©���È�g�4���#�/���Ò���#�����h�#Î��h�K���#��� � �g�g�:¼?�/��� �

�Y�_�����ï�ð�#�����#�Q�h���/ª��g���g�����hÑ��4�4�������#�y��Ï¤�§���ò�gá��|�hÑ��
λ − 1

âÕ���#�×�4�/���#�/���h�
f(x, y)�gá��|�hÑ��¸54â#�h���#�g�:Í������Y:Qëq���g��ö��g�Y�h��Î N �654� N í �
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Ïó�
f
Í§�h� � �\î|�#� � �RÓª�g�A���#�������fî|�gÑ �

Z� pZ
Í������

p 6= 2
���#�g� Ú �4ÔÝ�h�#�#Ñ����g�7�h���/ª��g���g���

�hÑ��4�4���ï���#�ß���×�g�4���#�/���

detSMT = detM = (−1)λ+1(I −H)−1
1,λ = f(x)

�����4Ô/���h���Y���#���4�/���#�/�Ò�h�Õ���#���q�#�#�\�����4��ëq���g�Èù?�g�\�����4� N �65 í �q¿��h�������|�_�Ò���§�#�4Ñ � �©���|�_�
det(S) = (det(T ))−1

�
� 01#$IQ����=�Öý �Öý3�Ö Ïó�

EB(M)
Í§�h�×�#�4�#�����#�4�#Ññ�h�È���#�g�"�4�#�P���h� � �4���#�4�#�����#�4�#Ññ�h�Ý�Y�_�����ï�

Í©�4�#Ñ � �|�FÓ4�&Ô8�g�g�'���Kª��g���g�ª�P����ù����g� 4 � ���pÔ#Ñ���� � ���#�Û�g�ª�������g�
(EB(M))i,j

âÒÔ#�/�C�����#�g�
��Ñ����g� � ���g�D�#�h��Î��#�RÍ���#�Ý���g�g���\�òÎh�\¼4â����#�������#�h�D�hÔ#Ñ��È��� � �g�g�:¼?�/�ò�h� � ���C�g�4���#�/�������#�
���h�#Î8�

Ì �#�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Ý���Y�h�4�����#���Y�h�������g�§���#�ò� � �F���h�A�4�#�Ò���4Ñ��/�����4���

f, x = ( x1,..., xk)

DB(EB(f(x,y))) = f(x,y)f(x,EB(y)) = EB(f(x,y))

EB(y)

Alice Bob

EB(f(x,y))

y = (y1,..., ym)

Ö ���4�#��� N �654� ÷ �4���#�/�����#��Í������y�g�#�g�:¼?�/��� �Û� �_���

Ï¤�p�h���#�g�ÈÍ©�4� � �ò���#��Ô|�h������� � �F�y�h�Ò�h�#�È���4Ñ��/�����4�����D���#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#�ò��Ñ����g�×�|�h���Q�#����Óh�_���
�q�#�#�\�����4�

f
�h� � ���#����Óh�_���D���#�#�/�

x
� Ú �4Ôy�|�h�����#����Ó_�_���D���#�#�/�

y
���|�_���#�D�g�#�g�:¼?�/�����#�����#�

�#���ò�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼
B
�h� � ���g� � �È���#���g�#�g�:¼?�/�����4�ô���Q��Ñ����g�h�Yù?�#���\Óh�hÑ��|�_���g�ò�#�g�ò�q�#�#�\�����4�

f�4�(�#�g���#����Ó_�_���P���#�#�/�×�h� �"Ú �4Ô�� ���g�#�g�:¼?�/��� � ���#�#�/�F� ù?�#�y��� � ��î|�g�����#�y���g���#Ñ��Ý���ô�#� � �
�#�g�Ò�q�#�#�\�����4�Q�h� � �4Ô/���h���#�Ò�h�Q�g�#�g�:¼?�/��� � æó�q�#�#�\�����4�PÓ_�hÑ��#�¯ê

EB(f(x, y))
�©ù?�#�ò���g� � �����#���

Óh�hÑ��#��Ô|�_�¯Î���� Ú �4Ô��q7������<�#��Í �hÔ#Ñ��Ò��� � �g�g�:¼?�/�§���Ð�#�����#���#���Ð���g�g���\�§Îh�\¼C�h� � ���È�g�4���#�/���
���#�ò�4�/���#�/�

f(x, y)
�

� 01#$IQ���]=�Öý �Ö ��Ö ����������Ñ��h�7���4Ñ��/�����4���F�h��Ô6�§�4��Óª�g���q�4�`�g�4�#�ª�����#�D�h� � �g�4�#�������#����� � �#Ñ��_Ü
pÔ#���h�#���#���#���#���4�4���h���g� Ì �#�g���DÔ#���h�#�¯�#���#�Ý�#���4�4���h���©�g�4���#�/�����q�#�#�\�����4�#�

f : {0, 1}n → N�h� �
f : {0, 1}n → Z� pZ

â#���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼pëq���g�t� <�P#â�<G<��7�h� � � < O �2�q�4� � �\î|�#�ï�����4�#� í �
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Ì �������#���RÓ4�D�/ª��g���g�#�\¼y�h�A�4�#�Ò���4Ñ��/�����4�CÍ©�È��Ñ����4�ª��Ñ�¼Y��� � ���n¼Y�������P���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#��ÍÒ�F¼6�
ûp��Îh�g�g�&���#���gÑ��F�h�:���¯�?��Óh�hÑ��#�g���h��Ñ��4�#�C�h���8�4������Ô#Ñ��ò���Y��� � �#�g�����#���g�4���#�/���_�����4�|�hÑ2�g�h��Ü
�#Ñ��¯�/���¤¼P�����#�g�ò�#���|�hÑ�Ñ�¼P� �#� �������4�#�Ò�h� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�#�Ò�h�A�gÑ��F�h�:���¯�?��Ó_�hÑ��#�g���h���ò���4���D�/ª�Ü
�g���g�ª�����|�h�P���#�ò�#���h�4�ò�h�7���#�È�hÑ��4�4�������#�×�§� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����4�Q�g�#�\��¼?�/��� � Óh�hÑ��#�g�g�
�#$&����1`�01�	.���W)����������Þ
54�����ÝÔ6�\�q�4��� Ú �4Ô �g�#�g�:¼?�/���×�#���Ý���#�#�/���

yj, 1 ≤ j ≤ m
Í������ �#���Ý�#�#Ô#Ñ�����Î4�\¼p�#�����#�

�Q�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ7� �#� ������Ó4�gÑ�¼ð�#�4���4���4���#�#���×�g�#�g�:¼?�/�����4�p�����#�g���hâf�h� � ���g� � �È���#�g���
�g�#�g�:¼?�/�����4�#�

EB(yj)
���×��Ñ����g�h�

4 � Ì ���g�4���#�/���<�h�ò�4�/���#�/�
f(x, y)

���|�_�Õ�F�h�ò�4�#Ñ�¼�Ô8�<���F� � Ôª¼ Ú �4Ôò�4��Ó4�g�D���#�f�g�#�g�:¼?�/��� �
���#�#�/���

EB(yj), 1 ≤ j ≤ m
�h� � ��Ñ����g�h� �����#�#�/���

xi, 1 ≤ i ≤ k
â2��Ñ����g���#��Í � ���g�

���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#�
ëT� íyÖ �����:�Fâf��Ñ����g� � �gÑ��\���g�����#�Pî|���:�×�g�4Ñ��#���(�h� � ���#�PÑñ�h�:������Í¿�h�����#�y� � ¾��h�g�g�#�\¼

�Y�_�����¹�
H
�h� � �4Ô/���h���#�×�ô�Y�_�����ï�

H−
� Ì �#�g�����#�Û���g�#Ññ�h�\�g���\Óª�g�:¼�� �#� �g� �

alhzh

Í��#�g���
zh ∈ {yj|1 ≤ j ≤ m}

�h�7���#�È�g�ª���:¼ ∑n
i=1 alizi + bl

���
H−

Í������
�������g�#�g�:¼?�/��� � �g�ª���:¼

EB(alhzh)
�#�����#� Ú �4Ô�� ���#�#Ô#Ñ����ÈÎh�\¼ð�h� � ���#���_Ñ��4�4�������#�

çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��F�(��Ñ����g�PÎh�g�g�#�����#�Û� �#� �g� � �
bl
�h� � ���#�Û� �#� �g� � �

alhzh

Í��#�g���
zh ∈ {xi|1 ≤ i ≤ k}

�h�����#�\¼(�h���h�(é��g�#�h���QÔª¼
ẼB(H−)

���#�y�Y�_�����¹� ���#�
�4Ô/���h���#�g��ù?���#�g�È���#�����Y�_�����ï�y�����#�h���g�ª�������gÑ�¼Q�g�#�g�:¼?�/��� � Í©� � �C�#�h� � �g�#�h�������
Ôª¼

EB(H−)
�

ëqÔ í ��Ñ����\� � �gÑ��\���g�`���#�©î|���:�<�g�4Ñ��#���Ý�h� � ���#�ÒÑñ�h�:�`���RÍ"�h�8���#�
λ×λ

� � �g�ª�����.¼È�Y�_�����ï�
I
���×�4Ô/���h���P���#�ò�Y�������¹�

I−
�

ëq� íPÌ �#�g�(���#�P�g�h���#�/���g�
ẼB(I− − (H−)) = ẼB(M)

�g�ª���:¼ Ôª¼ �g�ª���:¼4� Ì �#���Ý���
� �4�#�×Ôª¼ô�#�����#�P���#���hÑ��4�4�������#����� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��D���y�g�4���#�/�������#�×�g�?Ü
�g�:¼?�/��� � Óh�hÑ��#�g�©Í��#�g���F�h�Ò���#�����g�Y�h���#���#���gÑ��F�h�:���¯�?�§Óh�hÑ��#�g�§���C���#���§�Y�_�����¹�Y�F�h�
Ô8���g�4���#�/��� �ð� �����g�\��Ñ�¼4� Ì ���#�D���4���Ý�h�<���#�����_�����¹�K� ���g�ª�������g�D�h���Ý�g�#�g�:¼?�/��� � â
���4�����h�����|�h�:��Ñ�¼��g�#�g�:¼?�/��� � �h� � ���#�����g�Y�h���#���#�D�g���������g�Ð�h�����gÑ��F�h�:���¯�?�<Óh�hÑ��#�g�g�

ë � íPÌ �DÔ#Ñ���� � �#�g�`�Y�_�����¹�
H
��Ñ����g�Ð�¯�#���4���g�A�.Í©�����h� � �4�

(λ−1)×(λ−1)
�Y���������g�g�

S, T
��Ó4�g�

R
âÐ�������|�_�

det(S)
�h� �

det(T )
�_���y�#�#�����×���

R
Í������

det(S) =

(det(T ))−1
�Ðù?�#�È�F�_�Q�#��Í �\�4���#�/���

EB(SMT )
�f����Ô6�\�q�4���DÍ©�ò�|�RÓ4�

(EB(SMT ))i,j = EB(
∑

l

∑

k

si,k · tl,j ·mk,l).



mQ" ! ��¯�
X�(±Q)³ý¬ (wv ³Êxwyq¬�²�®����(���°^z&+KK+ N P

¿��RÍ ���4���<�h�?���#�<Ó_�hÑ��#�g�
mk,l ∈ ẼB(M)

�h���<�g�#�g�:¼?�/��� � �h� � �h���#�g���A�h���<�|�h�:��Ñ�¼
�g�#�g�:¼?�/��� � �4���gÑ��F�h�:���¯�?��Óh�hÑ��#�g�g� Ì �P�g�4���#�/���

(EB(SMT ))i,j

���#���g�4���#�/���g�
���#�C�#��� � �#�\���×�h� � ���#���Ý�h�Ò���#�P�\Ñ��F�h�:���¯�?�ÝÓh�hÑ��#�g���h� � �#���g�Ý���#�P�hÑ��4�4���ï���#���
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��×�h� � � �#� ���ð�g�4���#�/���C���#�P�h���#�g�Ý�#��� � �#�\�����h� � ���#���g�p���n���g�
���|�_�����#���g�#�g�:¼?�/�������#�È���g�Y�h���#���#���gÑ��F�h�:���¯�?��Óh�hÑ��#�g���h�A���#�����Y�_�����ï�y�h� � �#���g�
���#�D�hÑ��4�4���ï���#�ß� �#� ���Ý�4Ô/���h���Y���#�����_�����Y�_�����ï�

EB(SMT )
�h�Ò���Y���#�D�hÔ6�RÓª�

Ô|�h�����D���4Ñ��/�����4���
ëq� í ù?�#�ò���g� � �

EB(SMT )
��� Ú �4Ô��

N � Ú �4Ô � �?�g�Ò���#�ò���h���È�h���hÔ8��Ó4�D���×�4Ô/���h���
f(x, y)

�

D�� �m��01����,qÞ
÷ �4�#��� � �g�����#�Y���#���g�4���Ý�#�#���F�_�����4�Q�g�4���#Ñ��¯�/���.¼y�4�#���#���h�����g�4Ñ7�����4�/�����Y�hÑ2�����#�g�����������#�4�?Ü
���ª���g���h�\����Óª�hâ��H���h��â_���Õ�#�g� � �%¾:�#�:�7�4�#�Ð���4�#� � �h�#�g�4���Ý�#�#���F�_�����4��� ÷ �4�#�\�g���#���#�����#�<�g�4���#�/����Ü
�����4�|�hÑ��g�4���#Ñ��¯�/���¤¼È��� � �g�8�g� � �<���h���#Ñ�¼ò�4�����#�©��� É �§�h�|���#�©�#� � �g��Ñ�¼?���#��Ô#���h�#���#���#���#���4�4���h�
�h�AÍ©�gÑ�Ñ#�h�A�4�Ý���#�§�/ª��g���g�#�\¼Ý�h�|���#�§�#�4���4���4���#�#���Ð�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F�Q� Ö �#�:���#�g�`�g�h���#�/���_�����4�#�
Ñ���Îh�����#�����gÑ��g�\�����4���h�§���h� � �4� �Y�_�������g�g�ò��� ù����g� 4 � �4�D���#���g�4���#�/���_�����4�ô�h�©���#� � �\���g�.Ü
�����|�h�ª�È�4�ò���h�#Îð��� ù����g� N �F�h�pÔ6� � �4�#���/ª��g���g����Ñ�¼4� n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼4âÕ���#���/ª��g���g�#�\¼��h�§���#����#���h���?�g�4Ñ#���`���g�:�������\��� � ���D�q�#�#�\�����4�#�`���|�_�Ð�h���Ò�g�4���#�/���hÔ#Ñ��§Ôª¼��6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_ÑïÜó��� É �©Ô#���_�#�¯�#���#�
�#���4�4���h���g� Ì �#�È�gÑñ�h�����h�`���#���Û�q�#�#�\�����4�#�Ò���|�_���h���È�g�4���#�/���hÔ#Ñ��DÔ�¼yÔ#���h�#���#���#���#���4�4���h���
�h�K�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ/��� É �Ò���#�gÑ�� � �g�f���#���\Ññ�h���<�h� NC1

�q�#�#�\�����4�#�g� Ì ���#�gâ?����� �#� �������4�����D���#��� � �F�
�h� Ú �F�FÓ4�g�F� O �6���|�_�§�#���RÓ?� � �g�Ò�����4Ñ��/�����4�×�q�4�ï¿�ü n ì ù/Ø6� ÷ Ùjëq�#�4� � �\���g�������#���:������Ñ��4�_Ü¤���|�h�g��q�#�#�\�����4�#� í �4�#�����g���#Ñ��������×���g�g�4� � �g�#Ññ�h���4�g���g���Ò�h�7���#�D�gÑñ�h�����h�

NC1
�q�#�#�\�����h�#�F�

*+�%����01�����-01.V.�Þ
Ì �#�Y�g�4�����g�\���#�g�����h�Ò�4�#�È�#���h���?�g�4Ñf�q�4Ñ�Ñ��RÍ��È�����×� � �ñ�_���gÑï¼&�q���4� ���#�Y���g���#Ñ������#���g���g�ª��� � ���
ù?�g�\�����4� N �654â2�q���4�Þ���#���#���4�8�g�:�����g�ò�h�©���#���hÑ��4�4���ï���#����� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��Fâ��q���4�����#�
�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ?���¤¼Y�h�7���#� � �\���g�������|�h���Fâ/�H���h��â

detSMT = detS · detM · detT
�h�ÒÍ©�gÑ�Ñ2�h�

�q���4� ���#�È�T�h�\�����|�_���Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�QÔª¼Û���h� � �4���#�4�#�����#�4�#Ññ�h���Y�_�������g�g� � �?�g���#�h�����|�h�#�4�
���#�ò���h�#Î8�
d�01�m�-���C��,qÞ
n �#���6�4������Ô#Ñ���æ.�_�����h��Î4ê����|�_�Ò��Ñ����g�����§�hÔ#Ñ������Ý�8�g�:�q�4������� ¥ � � � � Ø�� ¡ ���/����� � �\â/Ôª¼Y�#�h�Ò���g� � Ü
���#�×�h�ª¼YÓh�hÑ��#��Ô|�h�¯Î���� Ú �4Ô���7��RÍ©�\Óª�g�gâ|���P���g�g�|�h�����4�§Í��#�g���ò��Ñ����g��Í§�h�ª���Ò�����4�\���|�h� � �q�4�
���g� � ���#� Ú �4ÔP���#�ò�g�#�g�:¼?�/��� � �4�/���#�/�Fâ/���#�����_�����h��ÎC���Ò�#�#Ñ���Îh�gÑ�¼4�
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���#�h���#�g���_�����h�¯ÎðÍ§�4�#Ñ � Ô6�Y���|�_����Ñ����\�Y���g� � ���QÍ����4�#�ð���g���#Ñ��Ý��� Ú �4Ô�� Ì �#���Ý���Ý�&�4�g�?Ü
�g���hÑ��#���4Ô#Ñ��g�¿�h�7���#���Q�#���h���?�g�4Ñ��Ò�hÑ����#�4�#�4�P���P�Y�h�ª¼C���g�g�|�h�����4� Ú �4Ôy���Ò�hÔ#Ñ�������Ó4�g�����n¼Y���#�
�g�4�����g�\���#�g���D�h�`���#���4�/���#�/�F� Ì �P�FÓª�4� � ���#�¯�ð�h�ð�_�����h��Î Ú �4ÔÛ�g�4�#Ñ � �h��ÎQ��Ñ����g�D�q�4��� É �\����Ü
Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�ò�#�����h�7����Óª�g�����n¼Y���#�ò�g�4�����g�\���#�g�����h�A�#�g���g�4���#�/���_�����4��ëq���g�Èö��g�Y�h��Î N � N � P í �
û �|�_�fÍ©���g�4�#��� � �g�f�#�g�������f���g�g�#�����¤¼��g�4�#�g�\���#���#�ò���#�Ò�#����Óh�h�\¼Ý�h� Ú �4Ô�� �<���#�#�/���<�h� � ��Ñ����g�h� �
�q�#�#�\�����4��ëT�h� � �#�g�ò���#�#�/���ò�h�ò�|�h�:�ò�h�©�#�g���q�#�#�\�����4� í �ÝÏó�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��������×� � �ñ�_���gÑï¼Q���|�_�D���#�
�#����Óh�h�\¼��h� Ú �4Ô�� �Ý���#�#�/���������gá��#��Óh�hÑ��g�ª�����Û���#�C���g�g�#�����¤¼ �h�§���#�C�#� � �g��Ñ�¼?���#�&�g�#�g�:¼?�/�����4�
�����#�g���������#�g�È��Ñ����g�D�4�#Ñ�¼P�4Ô/���h���#� Ú �4Ô�� ���g�#�g�:¼?�/��� � ���#�#�/���g�©Ïó�`���#�È�#�4���4���4���#�#���D�g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g�����f���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñï¼����g�g�#�������#���Y�h�gâ��h���#�fØA�h��Ñ�Ñ����g�g� �`�����#�g���hâª���#�g����Ñ����g�§���f�#�h�Ð�hÔ#Ñ��
���Û�ª�h���p�h�ª¼ô���/�q�4���Y�_�����4���hÔ6�4�/� Ú �4Ô�� �È���#�#�/���g� Ö �#�:���#�g�����4���hâ7�����#�g�Y��Ñ����g�����ò�#�h�Ý�hÔ#Ñ��
��� � �g�g�:¼?�/�����#�×�g�ª�������g�ò�h�Ð���#�×�Y�_�������g�g�gâÕ���#�×���ò�#�h�È�hÔ#Ñ��Ý���Q�g�4���#�/���Ý���#�����h�#Î&�4�����#�
� �\���g�������|�h�ª���h�

SMT
�h� � �����#���h�

M
â`�H���h��â`���#�C���È�#�h���_Ô#Ñ������Û�g�4���#�/�������#�Y�4�/���#�/�

f(x, y)
�

Ú �4ÔP���g�g�g��Óª�g���h�y�g�#�g�:¼?�/�����4�y�_�A�����h� � �4���Y�_�����ï�
SMT

�h�A��î/�/� � ���h�#ÎC�h� � �h�A��î/�/� �
� �\���g�������|�h�ª�F�t7��g�#�g���#�����D�#�h���hÔ#Ñ��Ý��� � �g����Ó4���h��¼ð���/�q�4���Y�_�����h�ô�hÔ6�4�/�ò���#��� � ¾��h�g�g�#�\¼
�Y�_�����ï�

H
�h� � �����#���hÔ6�4�/�Ý��Ñ����g�h� �È�q�#�#�\�����4�

f
ÜD���/�g�g�/�×��������� É �h�(ë)¿��h���Y���|�_��Í©�C�F�h�

�hÑ������#����Ó?� � �Ý�×�#���h���?�g�4ÑÕ���yÍ��#�����&�#�È�4�#Ñ�¼y�4�\��������Î��#��Í*�#�&�#�#�6�g��Ô6�4�#� � �h�A���#������� É �hâ
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GM = {(S, T ) ∈ G | SMT = M}�h� � �q�4�
M ∈ M

���#�ò���#Ô#���\�
G.M := {SMT | (S, T ) ∈ G}
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M
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G/GM → G.M, (S, T ) ·GM 7→ SMT
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�h� � ���#�<�#�#���q�4��� � ���:������Ô#�/�����4�
�h�
S
�h� �

T
���#�ò�gÑñ�h���ß�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�

Ï¤�ô�4�#�D�#���h���?�g�4Ñ`���D�����g�����g�����ñ�hÑA���|�_�D���#���#�4���4���4���#�#���������#�g���×���D�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����ÈÍ��#�����
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d
���|�_�<��Ñ����g�©Í§�h�ª���f���D�#� � �hâª���#�Ò���#�4�#Ñ �
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0 E(a1,2
1 ), . . . , E(a1,2

n ), E(b1,2) . . . E(a1,λ
1 ), . . . , E(a1,λ

n ), E(b1,λ)

0 0

� � � ������ ��� � � �
E(aλ−1,λ

1 ), . . . , E(aλ−1,λ
n ), E(bλ−1,λ)

0 0 . . . 0




Í��#�g���
w(i, j) =

∑n
k=1 a

i,j
k xk + bi,j

�_� �
λ
���Ò���#�È��� É �È�h�A���#�ÈÔ#���h�#���#���#���#���4�4���h�Q�

Ïó�
(i, j)

���Ò�#�h���h�Q� � �4�ò���
G
���#�ò���\���

ai,j
k = bi,j = 0

�q�4�
1 ≤ k ≤ n

�h� � �g�#�g�:¼?�/���
���#�g���òÓ_�hÑ��#�g�g�
��Ñ����g�����g� � �

EA(H)
��� Ú �4Ô���7��g�#�g�hâ Ú �4ÔY�4�\���Ð����Î��#�RÍ'���#����� É ���h�����#��Ô#���h�#�¯�#���#�

�#���4�4���h�Q�YÏó�§Í©�Y�4�#Ñ�¼&Í§�h�����#�������ÛÑ��F�h���p�h�p�#�#�8�g��Ô6�4�#� � �h�©���#����� É �×���#�g��Í§�
�F�h�ô�#�������#���Y�_�������g�g�

U
�h� �

N
� �\î|�#� � Ô6�gÑ��RÍ!����ö��g�Y�h��Î N � N � 4 ���#�:���F� � �h�Ð���#�

�Y�_�������g�g�
H
�h� �

M
�

4 � Ú �4Ôy�#���g�����#�È�hÑ��4�4�������#�×�§� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��Ò���×�g�4���#�/���D���#�ò�Y�_�����ï�

EA(H(x)) = EA(H)(x) =




0 E(
∑n

i=1 a
1,2
i xi + b1,2) . . . E(

∑n
i=1 a

1,λ
i xi + b1,λ)

0 0

� � � ������ ��� � � �
E(
∑n

i=1 a
λ−1,λ
i xi + bλ−1,λ)

0 0 . . . 0
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Í��#�g���
x = (x1, . . . , xn)

�����#�����#����Óh�����È���#�#�/�F�c7��È���#�g�ð�g�4���#�/���g���h�&�g�#�g�:¼?�/�����4�
EA(I)

�h�A���#�
(λ− 1) × (λ− 1)

� � �g�ª�����¤¼C�Y�_�����ï�
I
�#�����#�×��Ñ����g�h� �Ò�#�#Ô#Ñ����DÎh�\¼4�©ü2�\�

EA(H(x)−)
� �g�#�h�������#�Ý�Y�_�����ï�Û�4Ô/���h���#� � Ô�¼ � �gÑ��\�����#�Y���#�Ýî|���:�ò�g�4Ñ��#���ð�h� � ���#�

Ññ�h�:�����RÍ �h�
EA(H(x))

� Ú �4Ôy���Ò�#�RÍ*�hÔ#Ñ������×�g�4���#�/���

EA(M) = EA(I −H(x)−) =
� �#�

(EA(I),
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(−1, EA(H(x)−))).

Ì �YÔ#Ñ���� � ���#�È�g�ª�������g���h�
EA(M)

�_� � �����#�������#� � �ò�#�������g�g���\�����#�#�/�
x
�#�È���#�?�4���g�

�¤Í§�Ý���h� � �4�ß�#�4�#�����#�4�#Ññ�h�
(λ− 1)× (λ− 1)

�Y�_�������g�\�
S, T

�RÓª�g�
R
Í������

det(S) =

(det(T ))−1
�h� � �g�4���#�/���g�

EA(S ·M · T )
�����D�hÑ����F� � ¼ � �g���g����Ô6� � ���ðù?�g�\�����4� N � 4

���#���È�g�4���#�/���_�����4�ô�F�h�pÔ6� � �4�#���#�����#�Q���#�Y�hÑ��4�4���ï���#���D� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ����h�
���#�ò�#� � �g��Ñ�¼?���#�×�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���h� Ú �4ÔQ���g� � �

EA(S ·M · T )
���×��Ñ����g�h�

N � Ì �È�4Ô/���h���
f(x)

��Ñ����g�Ò�|�h�<���È�g�4���#�/���
(−1)λ+1

���#Ñï�����#Ñ���� � Í������×���#� � �\���g�������|�h�ª�
�4�©���

f
��� Ú ���4Ñ��F�h�Y���#�����h�#Î��h�Õ���#� � �g�g�:¼?�/�����4�P�h�2���#���Y�_�����ï�

EA(S ·M · T )
�<ù?�#�

�#���g���#�g�Ý���g�g���\��Î4�\¼���� � �g�g�:¼?�/�����#�C�g�ª�������g���h� � �h�#�#Ñ����g�Ý�h� �/ª��g���g���×�hÑ��4�h���ï���#�
���|�_���g�4���#�/���g�Ò���#� � �\���g�������|�h�ª���h� � ���h�#Î8â|���g���8�g�\����Óª�gÑ�¼4�

Ì �#�È���Y�h�h��Ó?�����|�hÑ�� É �g�§���#�ò� � �F���h�A�4�#�Ò�#���h���?�g�4ÑH�

Alice Bob

f x

EA(f)(x)= EA(f(x))DA(EA(f(x)))= f(x)

EA(f)

EA(f(x))

Ö ���4�#��� N � 4 � ÷ �4���#�/�����#�ÝÍ������Q�g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4�#�

7��g�#�g�hâ����#�ðÔ|�h�����&� � �F� �h�È�4�#�C���4Ñ��/�����4�����P�h�C�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g����Ñ����g�&�|�h�y�p�q�#�#�\�����4�
f
���|�_�

���#���g�#�g�:¼?�/���òÍ��������#�g�ò�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼
A
�h� � ���g� � �ò���#�×�g�#�g�:¼?�/�����4�

EA(f)
��� Ú �4Ô�� Ú �4Ô

�\Óh�hÑ��|�_���g�`���#���f�g�#�g�:¼?�/��� � �q�#�#�\�����4���4���#���f���g�g���\�Ð���#�#�/�
x
���×���#���Y��ÍÒ�F¼Ý���|�_�<�#���4Ô/���h���#�

�h���g�#�g�:¼?�/�����4�
EA(f(x))

� Ö �#�:���#�g�����4���hâª�#��Ô#Ñ���� � �f�#���<���#�#�/�©�h� � ���g� � �<���#�����g���#Ñ��ÐÔ|�h��Î
���Q��Ñ����g�h�×��Ñ����\�×���D�#�RÍß�hÔ#Ñ��Ý��� � �g�g�:¼?�/�����ò�#�����#�Q�#�g�ò���g�g���\�ÝÎh�\¼��h� � ���Q�g�4���#�/�������#�
�4�/���#�/���h�A�#�g�Ò�q�#�#�\�����4�

f(x)
�



mQ"�m ��¯�
X�(±Q)³ý¬ (wv ³Êxwyq¬�²�®����(���°^�-±�¬�²�)³�¯�¬T� Pm:

� 01#$IQ����=�Öý=�Öý �Ö é��\î|�#�����Y�_�����ï�

U =

(
O O

O H

)
,

Í��#�g���
H
���Ò���#�È� � ¾��h�g�g�#�\¼Q�Y�_�����ï�PÔ8�gÑ��4�#�4���#�����Y�×Ô#���h�#�¯�#���#���#���4�4���h�¿���|�_���g�4���#�/���g�

���#�×�q�#�#�\�����4�
f
â7�h� �

O
���ò�

r × r É �g���_Ü¤�Y�������¹�K�×Ïó� H ���È�
λ × λ

�Y�_�����ï�Û���#�g�
U
���ò�

(r + λ) × (r + λ)
�Y�_�����ï�K�<ù?���#�g�

H
���Ò�#��Ñ��6�h���g�ª�

U
���Ò�#��Ñ��8�h���g���Fâ?���?�#�fÏó���#�4Ñ � �§���|���

U i =

(
O O

O H i

)

�h� � Í©� � �\î|�#�
U∗ :=

∑∞
k=0 U

k
�<����Ô8�\�q�4���Cëq���g��ù?�g�\�����4� N �65 í Í§�ò�|�RÓ4�

U∗ = (I − U)−1

�h� �
det(I−U) = 1

�`ù?���#�g�f���#�<�g�ª���:¼
(1, λ)

�h�
H∗ =

∑
Hk

�gá��|�_Ñ��2���#�<�g�����:¼
(r+1, r+λ)�h�

U∗
â#Í©�ò�|�RÓ4�

U∗
r+1,r+λ = W (1, λ)(x) =

detN

det(I − U)
= detN = f(x),

Í��#�g���
N
� �g�#�h���g�©���#�����#Ô#�Y�_�����ï���h�

I−U
�4Ô/���h���#� � Ôª¼ � �gÑ��\�����#�ò���#�

(r+1)
Üó���Y�g�4Ñ��#���

�h� � ���#�
(r + λ)

Üó���ô����Íò� Ì �#�g���\�q�4���hâ7���#���q�#�#�\�����4�ôÓ_�hÑ��#�
f(x)

�F�h�pÔ8� � �\���g�������#� � Ôª¼
�g�4���#�/�����#�ð���#� � �\���g�������|�h���×�h�D��Ññ�h���4�g����� É � � �Y�_�����ï� N ���#�:���F� � �h���g�4���#�/�����#�ð���#�
� �\���g�������|�h�ª�Ð�h�

M
ëq���#Ñ������#Ñ���� � Ôª¼

(−1)r+λ+1 í �q7��g�#�g�hâ/���#�:���F� � �h���#�����#� H ��Ñ����g���g�4�#Ñ �
�hÑ����C�#���Ý���#���Y�_�����ï�

U
���&�4�#���#���h���?�g�4ÑH��û �#�g�ô�g�#�g�:¼?�/�����#�

U
���#�ÝÍ§�4�#Ñ � �g�#�g�:¼?�/�ò���#�

Í��#�4Ñ��ð�#�#�6�g�P�����ñ�h�#�4�#Ññ�h�Y�Y�_�����ï�Kâ��H���h��â����#�gÑ�� � ���#� ���#� É �g���4�y�������#�ô�#�#�6�g�P�����ñ�h�#�4�#Ññ�_�
�Y�_�����ï�Q�h�

U
� Ì �#�g� Ú �4Ôð�|�h�����C�g�4���#�/�����h�&�g�#�g�:¼?�/�����4�ð�h�

N
���#�:���F� � �h�

M
�h� � �|�h�

���×�¯�|�h�#�4�D���#�ò��� É �g���h�7���#�ò�Y�_�������g�g� S �h� � T � � �gá��|�_���gÑ�¼h�Ì �#�C� � Óh�h�ª���h�4���h�§�#�����#�
U
�h� �

N
���#�:���F� � �h�

H
�h� �

M
���ò���|�_� Ú �4Ô�¾:�#�:�ÝÑ��F�h���#�È�h�

�#�#�6�g�AÔ6�4�#� � �q�4�Õ���#�©Ô#���h�#�¯�#���#���#���4�4���h�*��� É �§�h� � �#�h�7���#�©�¯�#�h�\�f��� É �h� n �|�g�4�#�����hâ4���#���7����_�©���#���g�4�:�§�h�7� �#� �������4�|�hÑ|�g�4���#�/�����#�È�6�RÍ§�g�©�����#�g�����#���Y�_�������g�g�©�h����Ññ�h���4�g�f���|�h�CÔ6�\�q�4���h�
� 01#$IQ���$=�Öý=�Öý=�Ö Ï¤� � 4 h�� ÷ ���h���g�f�\�©�hÑH�A�#���4�6�4��� � �DÍ§�R¼Ý���È�ª�h��Ô#Ñ��ÒÔ#���h�#���#���#�ò�#���4�4���h���
Í��#�������h��� � �\î|�#� � �RÓª�g�D�h��Ô#�������h�:¼Q�����#�4�g� Ì �#�g�������g���#�#��á��#���F�h���hÑ����CÔ8�×�h�#�#Ñ���� � ���P�4�#�
�#���h���?�g�4ÑH��ù?���#�g�Ý���4�h��Ô#Ñ�� � Ô#���h�#���#���#�Y�#���4�4���h���|�h���×�q�#Ñ�Ñ2�Y�_�����ï�y���#�:���F� � �h�<�h�Û�#�#�6�g�
�����ñ�h�#�4�#Ññ�h���Y�_�����ï� �h�×� � ¾��h�g�g�#�\¼(�Y�_�����ï�����#���ÝÍ©�4�#Ñ � Ñ��F� � �����ðÑ��g�����/ª��g���g�ª���#���h���?�g�4Ñ
Í������ �y��Ñ����4�ª��Ñï¼ð���|�h�#�4� � ���\�Y�h�������h� Ì �#�g���\�q�4�������#���D���g���#�#��á��#�Y���#�4�#Ñ � �#�h��Ô6���#��� � ���
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Ì �#�D�g�4�����g�\���#�g���gâ|�/ª��g���g�#�\¼P�h� � ���g�g�#�����¤¼P�h�|�hÑ�¼?�����©�h�2���#���§�#���h�����g�4ÑK���©�¯�#�h�\��Ñ�¼����#�D���h���
�h���h�`���#�È�4�#�È���ðù?�\�\�����4� N � 4 �¼7��g�#�g�hâK�h��Ô6�\�q�4���È�4�#���#���h���?�g�4ÑÕ�����#���RÓh�hÔ#Ñ�¼y���g�g�#���hâK�#�4�?Ü
���ª���g���h�\����Óª�ò�h� � �/ª��g���g�ª���q�4�Ò�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ¹Üó��� É ��Ô#���h�#���#���#���#���4�4���h���g�
� 01#$IQ����=�Öý=�Ö�R-Ö

54��Ïó�Y���×���Kª��g���g�ª�C�������#�Q�g�#�g�:¼?�/�����4���hÑ��4�4�������#�
E
���Y�ô�:¼?�����\�������Q�hÑ��4�4���ï���#� �h� �

���g�Y�h���#�<���g�g���\�F� Ö �4�<���#���g�4���#�/���_�����4�#� Ú �4ÔY�4�#Ñ�¼×�#�g� � �©���#���hÑ��4�4�������#�×�<� �#� �h� �
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��F�;¿��h���§���|�_�<���

E
���f�:¼?�����\�������©���#�g�×��Ñ����g�§�|�h�`���ò���g� � �h�×�g�#�g�:¼?�/�����4�

E(I)
�h�7���#�ò� � �g�ª�����.¼Y�Y�_�����ï�

I
â#�����#�

4 ����Ñ����g�Ý�\�4�#Ñ � �h��Î Ú �4Ôð�q�h�D�#���RÓ?���#�#â��h���#����� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�Ý�T�h���#���4�"ëq���g�Yù?�g�\�����h�
P#�i<?�65 í â4���|�_�<�#��Î��#�RÍ��Ð�#���f���#�#�/�

x
â4���|�_�

x
���<��Óh�hÑ�� � ���#�#�/�Fâ��h� � ���|�_�f���#�Ò�q�#�#�\�����4�

E(f)
�\Ó_�hÑ��|�_��� � �4�

x
�gá��|�hÑ��

E(f(x))
�Ðù?�g�t� 4�N �2�q�4�Ò���#���Û�#���h�����g�4Ñ��g�

oA1�� � Åb8��×Ã ¶ <^< · ÁPÇ

Ï¤�Û���#�������g�\�����4�ÛÍ©�����ª����� � �#�g�����#�\Í	�#���4�8�g�:�.¼y���|�_��Í©���F�hÑ�Ñ(Àm�/�p�/Á � �m��� �1Â �©ûp�����#�4�:��Ñ�¼
� �g���4�#�:�����_���DÍ��ª¼P���#�����#���4�8�g�:�.¼P�h�`�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�������Ò�#���\�q�#ÑHâ|�g���6�g�g�ñ�hÑ�Ñ�¼C���P���#�ò�g�4�ª���¯�?�
�h�Ð���#���D���|�h�/���g�g� Ö �#�:���#�g�����4���hâ�Í©�×���#�RÍ!���|�_�D���#�g�����hÑ����F� � ¼&�¯�/���:�ò�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓª�gÑï¼&�h�
Í©�gÑ�ÑÕ�h��� �#� ������Ó4�gÑ�¼Y�#�4���4���4���#�#���hâ/�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�������g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�����|�FÓ?���#�����#���Ò�#���4�6�g�:�¤¼4�
HJ0mÔ;���C�������Ò=�Ö�R-Ö)�LÖ ì ��Ó4�g�k� �g�:¼?�/���4�:¼?�:���F�

(K,E,D,A)
�4�����#�ô���g�����h�4�ð���|�h�g�

MÍ��#�g���y�q�4�����#�P�g���#�#�g�:���¯�?�����|�h�g�Q�����#�4Ñ � �Ý���|�_�
C ⊆ M

�(ü2�\�
Eke

(m)
� �g�#�h���Q�h�(�g�?Ü

�g�:¼?�/�����4�Û�h�f�����g�����h�4�
m ∈ M

�g�#�g�:¼?�/��� � Í������Û���#�#Ô#Ñ����òÎh�\¼
ke

��ü2�\�
a
Ô6�ò���#�È�#�#Ô#Ñ����

Îh�\¼ �h���Û�|�h�:�¤¼
A
�h� �

b
Ô6�����#�Y�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼p�h���h�#�h���#�g���|�h�:�¤¼

B
� Ì �#�C�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�

���Ò�F�hÑ�Ñ�� � Àm�/�_�/Á � �m��� �1Â ���7���#�g���D�¯�/���:�����h�y�/ª��g���g�����hÑ��4�4�������#�¿úD�\¼ªÜ:ù�Í§�h�y���|�_���4��Ó4�g�Q�h�
�g�#�g�:¼?�/�����4�

Ea(Eb(m))
�g�4���#�/���g���h�y�g�#�g�:¼?�/�����4�

Eb(Ea(m))
�

�k�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ�� �#� ������Ó4�gÑ�¼��h� � ���F�hÑñ�h�<�#�4���4���4���#�#���Ò�g�#�g�:¼?�/�����4�Y�����#�g�������|���©���_�����:î|�g�
Îh�\¼y�:ÍÒ�_�#�#���#���g�4�#Ñ � Ô6�ò�#��� � ���×���4Ñ�Ó4�D���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#��äÐ�h���ñ�h���F5ò�h�fù?�g�g�|�h����� 4 �
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��Ñ����g�È�|�h�����q�#�#�\�����4�
f : Rn → R

�h� �ðÚ �4Ô&�|�h���h�&���#�#�/�
x ∈ R

�q�4�
f
���|�_���#��Í§�h�ª���

���È�\Óh�hÑ��|�_���h� Ú �4ÔC�_� � ��Ñ����g�����#�4�#Ñ � Ñ��F�h�����#�h���#���#���hÔ8�4�/�Ð���#���h���#�g�Ð�4�#�g�Ð���#�#�/���gâ��H���h��â
f�h� �

x
���#�4�#Ñ � ���g�Y�h���ò���g�g���\�f�h� � �4�#Ñ�¼ Ú �4ÔÈ���#�4�#Ñ � Ñ��F�h���ò���#�<�4�/���#�/�

f(x)
� Ö �#�:���#�g�����4���hâ

Ú �4ÔQ���#�4�#Ñ �y� �×���4�:���|�h�:���h�7���#�ò�g�4���#�/���_�����4�P�4�y�#���Ò��Í����
ì ��Ó4�g�ô�C�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâK� �#� ������Óª�gÑ�¼Q�h� � ���F�hÑñ�h���#�4���4���4���#�#���È�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�����|���D���_�����.Ü
î|�g�<Î4�\¼��:ÍÒ�h�#�#���#�#â��D���4Ñ��/�����4����������Ñ��h�7���D���#���4�#�g� � �g���g����Ô6� � ���Yù?�g�\�����4� N � 4 �h� � ù?�g�\�����h�
N � N �F�h�Q�F�h����Ñ�¼CÔ8�È�h��Óª�g��� Ì �#�È� � �F�Ý��� � �����#Ññ�F¼4� � ���P���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Ýî|�4�#���h�

Alice Bob

f x

Ea(f)(x) = Ea(f(x))
Eb(Ea(f(x))) = Ea(Eb(f(x)))

Da(Ea(Eb(f(x)))) = Eb(f(x))

Db(Eb(f(x))) = f(x)

Ea(f)

Ea(Eb(f(x)))

Eb(f(x))

Ö ���4�#��� N � N �<úD�\¼P�:Í§�h�#�#���#�

��Ñ����g���g�#�\��¼?�/���Ý�#�g�È�q�#�#�\�����4�
f
ëq�H���h��â7���#�Y�g�4�����g���6�h� � ���#�&Ô#���h�#���#���#�Û�#���h�4���h� í Ô�¼��#�g�

�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼
a
�Ðù?�#�D���g� � �Ò���#�D�g�#�g�:¼?�/�����4�

Ea(f)
��� Ú �4Ô�â/Í��#���\Óh�hÑ��|�_���g�Ò���§�4�y�#���Ò���#�#�/�

x
���C�4Ô/���h���

Ea(f(x))
�F7����#���g�D�#�����#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼

b
���C�g�#�g�:¼?�/�����#�����g���#Ñ��

Ea(f(x))
�h� �

�4Ô/���h���#�
Eb(Ea(f(x))) = Ea(Eb(f(x)))

Í��#�����y�#�����g� � ��Ô|�h��Î����Ý��Ñ����g�h�`��Ñ����g���#�RÍk�#���g�
�#�g�Ò���g�g���\��Î4�\¼Y��� � �g�g�:¼?�/�����Ò�h� � �4Ô/���h���#�

Eb(f(x))
Í��#�����y���#�D���g� � ��Ô|�h��Î���� Ú �4ÔPÍ��#�

�����hÔ#Ñ������ � �g�g�:¼?�/�������h� � �����hÔ/�¯�_���P���#� � �g������� � �q�#�#�\�����4�PÓh�_Ñ��#�
f(x)

�
n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼YäÐ�h���ñ�h��� N �h�fù?�g�g�|�h������5È�F�h�yÔ6�ò���4Ñ�Ó4� � �h�|�hÑ��4�4�4�#��Ñ�¼4�
� 01#$IQ���Õ=�Ö�R-Öý �Ö ���#�h���#�g�§�6�4������Ô#��Ñ��ï�¤¼×���Ý���4Ñ�Ó4�����#�g���D���g�g�|�h�����4�§���Ð���#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#� ì ��Ó4�g�
�Ý�q�#�#�\�����4�

f : Rn → R
Í��#�g���

R
�����Ýî|�#�����D�����#�#� Ì ���#� � �����#�D�q�#�#�\�����4�PÓh�hÑ��#�

f(x)
�q�4�

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
Í©�È�Y�F¼P�g�4���#�/���

f(x) + r
Í��#�g���

r ∈ R
�������#�4���g�&�_�����h� � �4�Q�

Ì �#�g�
f(x) + r

���������h� � �4�¿Ó_�hÑ��#�ò���
R
â#���?�#�

Ö �4�����#�:���h�#�g�hâÐ��� äÐ�h���ñ�h�ª�J5Q�h�Dù?�g�g�|�h����� 4 ��Ñ����g�P�g�4�#Ñ � �g�#�g�:¼?�/�Y�#�g���q�#�#�\�����h�
f
Í������

�ô�#�4���4���4���#�#���P�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� �#�����#���#�g�×�#�#Ô#Ñ����PÎ4�\¼
a
�h� � ���g� �

Ea(f)
��� Ú �4Ô��"Ïó�

Ea(f)(x) = Ea(f(x))
�#�4Ñ � �gâ Ú �4Ôô�F�h�ô�\Óh�hÑ��|�_���Ý���#�Ý�q�#�#�\�����4�ð�4�ô�#���D�#����Ó_�_�������#�#�/�

x
�

Ö �#�:���#�g�����4���hâ��#���F�h���¯�#���4�����ò���h� � �4�!Óh�hÑ��#�
r
�h� � �g�4���#�/����� �#�

(Ea(f(x)), Ea(r)) =
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Ea(f(x) + r)
��Ïó�Ð�#�Ý���g� � �����#�������C��Ñ����g�����#�Ý�����hÔ#Ñ��È��� � �g�g�:¼?�/�ò�������C�4Ô/���h���

f(x) + rÍ��#����� ���Ý�Û���h� � �4� Ó_�hÑ��#�h�&Ïó�����#�P���g� � ������Ô|�h��Îô��� Ú �4Ô �#�C���Ý�hÔ#Ñ������&���#Ô/�����h�\�
r
���

�4Ô/���h���C���#���q�#�#�\�����4�PÓh�hÑ��#�
f(x)

�
Ï¤�y�h�Q�_�|�hÑ��4�4�4�#�©�Y�h�#�#�g�©äÐ�h���ñ�h�ª� N �h�Aù?�g�g�|�h�����J5D�F�h�PÔ6�D���4Ñ�Ó4� � � Ì �#�g��� Ú �4Ôy�g�#�g�:¼?�/���
�#���Ò���#�#�/�

x
Í������Q���#�4���4���h���#�#�����g�:¼?�/���4�:¼?�����g���#�����#�×�#���Ò�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼

b
�h� � ���g� � �����#�

���g���#Ñ��
Eb(x)

���Û��Ñ����g�h�PÏó�
f(Eb(x)) = Eb(f(x))

�#�4Ñ � �gâA��Ñ����g���F�h� �\Ó_�hÑ��|�_���
f(x) + r

â
Í��#�g���Ý���#�Ý���#�?�4���g�

r
�_�����h� � �4�Qâ8�4�

Eb(x)
���C�4Ô/���h���

Eb(f(x) + r)
��Ïó�<���#�Ý���g� � �����#���

Óh�hÑ��#��Ô|�h��Î×��� Ú �4ÔC�#�����§�hÔ#Ñ������ � �g�g�:¼?�/�����©���Y�4� � �g�©�����4Ô/���h���
f(x) + r

Í��#�����P���©�h�ª�h���
�ð���h� � �4� Ó_�hÑ��#�h� Ïó���#�P���g� � �

f(x) + r
Ô|�h��Îp���ô��Ñ����g�P���#�y�F�h�"���#Ô/�����h�\���#�g�×���g�g���\�Fâ

���h� � �4�¿Ó_�hÑ��#�
r
���×�4Ô/���h���C���#�ò�4�/���#�/�

f(x)
�

�Y�[���E� �¡ Y¢�£¥¤§¦�¨ª©

Ï¤�ô���#���ò���g�\�����4�ôÍ©�×�#���g���g���È�¤Í©�Q�¯�#�h���#Ñ��g�ò�h�©�#�4���4���4���#�#���Ý�����#�g���g�ò���|�_�È���_�����:�n¼ðÎh�\¼
�:Í§�h�#�#���#�#�

T+'-0^DFWÊÜJIL#$ILWïd���'-01#$0

Ì �#�×ÙfÑ ì �h�Y�hÑÕ�����#�g����� N k��AÍ§�h��î|���:�ò�#�#Ô#Ñ������#� � ���25 j k�P#�DÏó�D����Ô|�h��� � �4�&���#� � �6ª��\�#Ñ��.¼
�h�f���#���g�4���#�/���_�����4�Q�h� � �����g���\����Ñ��4�ª�h���ï���#���g��Ïó�������Y�6�4�#�#Ññ�h���¯�#�h���#Ñ��È�h�<�Y�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����.Ü
�����hâ#�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ4�gÑ�¼Y�#�4���4���4���#�#�����#�#Ô#Ñ����¯Ü¤Îh�\¼C�����#�g���h� Ö �#�:���#�g�����4���hâ#���Ò���#�#�6�4�:����Îh�\¼
�:Í§�h�#�#���#�Y�h�ÒÍ©�DÍ���Ñ�ÑK���#�RÍ Ô6�gÑ��RÍò�
Ì �#��ÙfÑ ì �h�Y�_ÑK�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g��Í©�4��Î����h�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
Û 0m,ÝÜJ01�-0Z��IK�����g��Þ

•
ì �g�#�g���_������Ññ�h���4�©���h� � �4�!�#�������

p
�h� � ���4�g�#�g���_���4�

g
�_�6���#�Ò�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ4�©�4���4�#�

(Z� pZ)∗
�

•
ù?�gÑ��g�\�������h� � �4� ���ª���g�4�g�

x, 1 ≤ x ≤ p− 2
�h� � �g�4���#�/���

y = gx mod p.

Ì �#�È�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼y�h�
A
���
a = (p, g, y)

�h� � ���#�ò���g�g���\��Î4�\¼y���
x
�
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DF���G��,�&-��������Þ
Ì ���g�#�g�:¼?�/���Ý���g�����h�4�

m ∈ M = (Z� pZ)∗
���gÑ��g�\�������h� � �4�����ª���g�4�g�

1 ≤ r ≤ p− 2
�h� �

�g�4���#�/���
c = (γ, δ) = (gr mod p, m · yr mod p) =: Ea(m, r).

HJ01�G��,�&-��������Þ
Ì � � �g�g�:¼?�/�

Ea(m, r) = (γ, δ) ∈ C
Í��#�g���

C = (Z� pZ)∗ × (Z� pZ)∗
�g�4���#�/���

γ−x = γp−1−x = g−xr mod p

���#�g�
m = (γ−x) · δ mod p.

!���#$��#$�%��&('��)�8aY���%&q0Z����,qÞ
Ì �#���������#�g���È���Ò�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ4�gÑ�¼Y�#�4���4���4���#�#���_�`Ïó�

Ea(m1, r1) = (γ1, δ1) = (gr1 mod p,m1 · y
r1 mod p)

�h� �
Ea(m2, r2) = (γ2, δ2) = (gr2 mod p,m2 · y

r2 mod p)

���#�g�

Ea(m1, r1)·Ea(m2, r2) := (gr1+r2 mod p,m1·m2·y
(r1+r2) mod p) = Ea(m1·m2, r1+r2).

7��g�#�g�Û���#�&�hÑ��4�4���ï���#� çQ�#Ñ��Y�F�h���������#Ñ�¼ Ô6�Û�����#Ñ��\���g�ª��� � Ôª¼"���#Ñ������#Ñ�¼?���#�ô���#�Û�g�4�����¯Ü
���6�4� � ���#�×�#Ññ�h���ª���¯�?�����h� � �#�����#���×Ô#Ñ���� � ���#�×�hÑ��4�4���ï���#� ëq���g��é��\î|�#�������4� 4 � :/�ih í �
Û 0m,Ýdg@_IQ&�&(�)�-?-Þ
ì ��Ó4�g�(���#�y�#�#Ô#Ñ����PÎh�\¼?�

a = (p, g, y)
�_�D�ð�|�h�:�.¼

A
�h� �

b = (p, g′, y′)
�h���ô�|�h�:�¤¼

BÍ��#�g���
y = gx mod p

�h� �
y′ = g′x

′

mod p
Í������ô�g�4�����g���8�4� � ���#�Q���g�g���\�ÈÎ4�¯¼?�

x
�h� �

x′
â

���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4�8¿��h�������|�_�ò���#�×�#�������
p
���#�4�#Ñ � Ô6�×���#�×���h���×���ôÔ6�h����Îh�\¼?�gâA�H���h��â2Í§���h���

Í©�4��Î����#� �������#�&���h���Û�4���4�#��â�Ô#�/�C���#�&�4�g�#�g���_���4�
g
�Y�F¼"Ô6�&���#�4���g� � ��åK�g���g�ª��Ñ�¼4�jûp�

î|���:�y�|�RÓ4�&��� � �\î|�#�ð���#�ð�g�#�g�:¼?�/�����4� �#� � �g�P���#�ð�#�#Ô#Ñ����&Îh�\¼
b
�h��� �4��Ó4�g� �g���#�#�g�:���¯�?�

c = (gr mod p,m · yr mod p) = Ea(m, r)
â|�H���h��â/Í©�È�|�FÓ4�ò���×�¯�?���g� � ���#�ò���g�����h�4�ò���|�h�g�
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�q���4�
(Z� pZ)∗

���
(Z� pZ)∗ × (Z� pZ)∗

�

Eb(c, r
′) = Eb(Ea(m, r), r

′) = Eb((g
r mod p,m · yr mod p), r′)

:= (g′
r′

mod p, gr mod p,m · yry′r
′

mod p)

= (g′r
′

mod p, gr mod p,m · gxrg′
x′r′

mod p).

¿��RÍjÍ©�È�F�h� � �\î|�#�D���#�È�hÑ��4�4�������#�¿úD�\¼ªÜ:ù�Í§�h���
úD�\¼ªÜ:ù�Í§�h�

(Ea(Eb(m, r
′)), r) =

úD�\¼ªÜ:ù�Í§�h�
(gr mod p, g′

r′
mod p,m · gxrg′

x′r′
mod p)

= (g′
r′

mod p, gr mod p,m · gxrg′
x′r′

mod p)

= Eb(Ea(m, r), r
′).

ù?�#â��4��Ó4�g�
Ea(Eb(m, r

′), r)
���#���hÑ��4�4�������#��úD�\¼ªÜ:ù�Í§�h�8¾:�#�:�D�:Í§�h�#�D���#��î|���:���.Í©�P�g�?�h� � �¹Ü

�|�_���g���h�7���#���Ò�������#Ñ������×�4Ô/���h���
Eb(Ea(m, r), r

′)
� Ì �#�����F�h�Q�hÔ�Ó?���4�#��Ñ�¼CÔ8� � �h�#�ò�¯�?�����g��Ñ�¼

�/ª��g���g�ª��Ñ�¼4�
ì ��Ó4�g�Ý�h�Ý�g�#�g�:¼?�/�����4�

Eb(Ea(m, r), r
′)
���#�©�g�4�����g���6�4� � ���#�����g�g���\�fÎh�\¼È�������#�©�#�#Ô#Ñ����ÐÎh�\¼

b�F�h�CÔ6���#��� � ���Ý�4Ô/���h���
Ea(m, r)

� Ì �#���©���©�:�����h���4�ª���q�4�:Í§�h� � �`���P�h�|�hÑ�¼?�����Ð�h�2���#�����g�g�#�����¤¼
�h�7���#�ÈÙfÑ ì �h�Y�hÑ6�����#�g���È�h� � �q�#�:���#�g� � �\���h��Ñ��§�F�h�QÔ6�D�q�4�#� � ���A� N k��H�

T+'-0]HJIL#$?�«Q���B¬I��-���[�	d���'-01#$0
¿��RÍ*Í§���4��Ó4�Ý�h�#�h���#�g���¯�#�h���#Ñ��È�h�<�h�&�g�#�g�:¼?�/�����4�&�����#�g�������|�_������Îh�\¼Û�:Í§�h�#�#���#�#� Ì �#���
�������f���7���7���#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ�� �#� ������Óª�gÑ�¼D�h� � ���F�hÑñ�h�Õ�#�4���4���4���#�#���`�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F��h� � �#�g�#�g�
�F�h� Ô6�P�#��� � ���&���hÑ�Óª�Y���#�C���g�g�|�h�����4���#���g���g�ª��� � ���p���#�PÑñ�h�:�Ý���g�\�����4�#�g�ôÏó��Í§�h�Ý���\�g�g����Ñ�¼
�#�#Ô#Ñ������#� � Ôª¼PÏ��8é��h���ªõh� � �h� � ç��6àh�#����Î^� Nm4 �H� Ì �#�È�����#�g���òÍ©�4��Î����h�§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
Û 0m,ÝÜJ01�-0Z��IK�����g��Þ

•
÷ �#�?�h���È�h�Ûö�ù?�*��� � �#Ñ��#�

N = pq = (2p′ + 1)(2q′ + 1)
Í������y�#�������g�

p, p′, q, q′
�

•
ù?�gÑ��g�\�Û�h�j�gÑ��g���g�ª�

g ∈ QN

Í��#�g���
QN

� �g�#�h���g�Q���#���4���4�#�k�h���hÑ�Ñ���á��|�h���g�Û���
(Z� NZ)∗

� ÷ �#���4���
α ∈ Z� τZ

â#Í��#�g���
τ = p′q′ = |QN |

�

•
÷ �4���#�/���

h = gα mod N
�
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Ì �#�È�#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼y���
a := (N, g, h)

�h� � ���#�ò���g�g���\��Îh�\¼y���
α
�

DF���G��,�&-��������Þ
Ì ���g�#�g�:¼?�/�������g�����h�4�

m
â|���#�?�4���È�h�Q���ª���g�4�g�

s > 0
���×���|�_�

m ∈ Z� NsZ
â8�h� � ���#�?�4�����

���h� � �4�
r ∈ Z� nZ

Í��#�g���
n = 4log2 N

� Ì �#�ò�g���#�#�g�:���¯�?�����

Ea(m, r) = (gr mod N, (hr mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1) =: (G,H).

ü2�\�
Ls

� �g�#�h�����Ý�q�#�#�\�����4�PÍ������

Ls((N + 1)m mod N s+1) = m mod N s.

�����hÑ��4�4�������#� ���|�_�7�g�4���#�/���g�Õ���#���2�q�#�#�\�����4��â��H���h��â����|�_�7�F�hÑ��g�#Ññ�_���g�����#� � �����g���\���ÐÑ��4�ª�_���ï���#�
Í������y���g���6�g�\���������#�ò�gÑ��g���g�ª�

(N + 1)
��� � �g���g����Ô6� � ���A� N 5��H�

HJ01�G��,�&-��������Þ
ì ��Ó4�g�P�È�g���#�#�g�:���¯�?�

c = (G,H) = Ea(m, r)
â
s
�F�h�CÔ6� � � � �#�g� � �q���4�)���#��Ñ��g�#�h���Y�h�

c
�4�

���������_�����h���#� � �������#�ò�g�#�g�:¼?�/�����4��� Ì �#�g�Q���#�ò���g�����h�4�
m
�F�h�QÔ6�D�q�4�#� � �h�

m = Ls(H(Gα mod N)−Ns

)

= Ls((g
αr mod N)Ns

(N + 1)m(grα mod N)−Ns

)

= Ls((N + 1)m mod N s+1).

!���#$��#$�%��&('��)�8aY���%&q0Z����,qÞ
Ì �#���Ý�����#�g���P���Ý� �#� ������Ó4�gÑ�¼��#�4���4���4���#�#���������#�g�C�4��Ó4�g�

Ea(m1, r1)
�h� �

Ea(m2, r2)
Í§�

�F�h�Q�g�4���#�/���

Ea(m1 +m2, r1 + r2) = (gr1+r2 mod N, (hr1+r2 mod N)Ns

(N + 1)m1+m2 mod N s+1)

= Ea(m1, r1) · Ea(m2, r2).

7��g�#�g�×���#�×�hÑ��4�4�������#��� �#� �F�h���/ª��g���g�ª��Ñ�¼&Ô6�×�����#Ñ��g���g�ª��� � Ô�¼&���#Ñ������#Ñï¼?���#�Y���#�×���#�#�/�
�g���#�#�g�:���¯�?�����h� � �h�#�#Ñ�¼?���#����Ô#Ñ���� � ���#���hÑ��4�4�������#�y�
Û 0m,Ýdg@_IQ&�&(�)�-?-Þ
ì ��Ó4�g�×���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼?�

a := (N, g, h)
Í��#�g���

h = gα
�h� �

b := (N, g′, h′)
Í��#�g���

h′ = g′βÍ������"�g�4�����g���6�4� � ���#���#����Óh�_���yÎh�\¼?�
α
�h� �

β
â©���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4�Ý¿��h���y���|�_�

N = pq
�Ý�#�:�
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Ô6�C���#�y���h���C�q�4��Ô8�h���"�#�#Ô#Ñ����CÎh�\¼?�g� Ì �#�g�(���#�Qé��h���ªõh� � Ü:àh�#����Î������#�g���y���_�����:î|�g�×Îh�\¼
�:Í§�h�#�#���#�#�
ûp�×î|���:���|�FÓ4����� � �\î|�#�Y�h�p�g�#�g�:¼?�/�����4�p�h�Ò�y�g���#�#�g�:���¯�?�FâA�H���h��Í©���|�FÓª�×���Q�g�#Ññ�h���4�����#�
���g�����h�4�ò���|�h�g�h�

Ea(Eb(m, r
′), r) = Ea(g

′r
′

mod N, (h′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1)

:= (gr mod N, g′
r′

mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1).

Ì �#�g�

Eb(Ea(m, r), r
′) = (g′r

′

mod N, gr mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1).

7��g�#�g�hâ©�4��Ó4�g�
Ea(Eb(m, r

′), r)
���#�Q�hÑ��4�4���ï���#��úD�\¼ªÜ:ù�ÍÒ�h�(�F�h�"�:Í§�h�(���#�Cî|���:�×�¤Í©�ô�g�_Ü

�4� � ���|�_���g�Ý�h�Ò���#�����������#Ñ��×���ð�g�4���#�/���
Eb(Ea(m, r), r

′)
� Ì �ð�4Ô/���h���

Ea(m, r)
�4��Ó4�g�(�h�

�g�#�g�:¼?�/�����4�

Eb(Ea(m, r), r
′) = (g′r

′

mod N, gr mod N, (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1)

=: (F,G, I)

Í©�È�g�4���#�/���

I(Gα mod N)−Ns

= (hrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1(gαr mod N)−Ns

= (gαrh′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1(gαr mod N)−Ns

= (h′
r′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1

= (g′
βr′

mod N)Ns

(N + 1)m mod N s+1

=: H.

7��g�#�g�
(F,H) = Ea(m, r)

���§���#� � �g������� �Q� �g�g�:¼?�/�����4���
Ö �#�:���#�g���#���4�8�g�:�����g���h�§���#���È�����#�g���P�h� � �Q�#���?�h�§�q�4�È�����È���g�Y�h�ª���������g�g�#�����¤¼��#� � �g���¤Í©�
���F�h���4�|�hÔ#Ñ��ò�h�����#���/�����4�#���h���D�4��Óª�\�Q���A� Nm4 �H�
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Ì �#�§ØA�h��Ñ�Ñ����g�2�����#�g���c� O k��?���7�h�È�¯�#�h���#Ñ��<�h�|�ÒÓª�g�:¼ò�/ª��g���g���Fâ_�#���hÔ|�hÔ#��Ñ����:�����hâ_� �#� ������Ó4�gÑ�¼D�h� �
���F�hÑñ�h�Ò�#�4���4���4���#�#�����g�#�g�:¼?�/�����4�y���¯�#�g���òÔ|�h��� � �4�Q�h�������#���\�����g�§���C���#�ò�����#���h�A���ª���g�4�g���
��� � �#Ñ��

N2
Í��#�g���

N
�������#���#��� � �#�\�ò�h�<�¤Í§�PÑñ�h���4�Ý�#�������g�g�ÈÏó�DÍ§�h�ò�#�#Ô#Ñ������#� � ��� 5 jGjGj

�h� � �h�|�hÑ�¼?��� � �h� � �¯�?���g� � � � Ô�¼ô���\Óª�g���hÑ©�h�/���#�4���Cëq���#��� �h�B� Nm4 â 4 :/â N 5hâ�5 j â 4 5/� í � n �#��h�`���#�g�����¯�?���g�#�����4�#�����Ò���#���gÑ�Ñ����/�����D�g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����\�������#�g���hâ�Ù ÷ ØÐùy�q�4�����#�4�:�Fâ8Í��#�����QÍÒ�h�
���g�g�g�ª��Ñ�¼&�#�#Ô#Ñ������#� � Ô�¼ôù6� ì �hÑ�Ô#���h����� � P N �H� Ì �#��Ù ÷ ØÐù&���D�C�4�g�#�g���hÑ������_�����4�Û�h�©ØA�h��Ñ�Ñ����\�F� �
�g�#�g�:¼?�/�����4�ô�����#�g�����q���4�����#�����ª���g�4�g���D��� � �#Ñ��P�C��á��|�h�������P�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�g�ò��Ó4�g�D�����#�4�g�
ØA�h��Ñ�Ñ����g���#�������gÑ��f������� � ���P�4�g�#�g���hÑ��������#�������¯�#�g�×�����Y���#���gÑ�Ñ����/�����È�g�#�:Óª�����\�������#�PÔª¼&�#�����#�
�h�#�4�Y�hÑ��4�#�Ò�gÑ�Ñ����/�����D�g�#�:Ó4�g����Ó4�g�������#�4�¸� OGj �Hâ8Ô#�/� ì �hÑ�Ô#���h�����C�q�4�#� � ���g�g�#�����.¼JÈ8�FÍ������y���#���
�4�g�#�g���hÑ������_�����4�]� P N �2Í��#�g���F�h�����#�ÈÙ ÷ ØÐùP�F�h�QÔ6�ò�#���RÓª�g�Q���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñ�¼Y���g�g�#���È���gÑñ�_����Ó4�����
�Y�#�\Í � �\î|�#� � �#���4Ô#Ñ��g�Q��Ï¤�Û���#�Ý���h���ÈÍ§�R¼Û�h��Ï��Ké��h���ªõh� � �h� � ç���àh�#����Îy�Y�h�|�h�4� � ���
�4�g�#�g���hÑ����������#�È�4�����4���|�hÑ�Ø`�h��Ñ�Ñ����g�§���¯�#�g���D���×�#���4�#�g�Ò��� � �#Ñ��g�§�����g�|�hÔ#Ñ��È��Í�� � �g���h�#�#Ñ����F��Ü
�����4�C���g�4�6� ì �hÑ�Ô#���h�ï��� � �\Ó4�gÑ��4�8� � �Ý�4�g�#�g���hÑ������_�����4�Y�h�Õ���#�D�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�ÈØA�h��Ñ�Ñ����g�©�����#�g���
ëq���g�B� P N � í �
Ì �#�×ØA�h��Ñ�Ñ����g�����¯�#�g���hâK���#�Ý�#�\Í!�gÑ�Ñ����/�����È�g�#�:Óª��Óª�g�������4�ðÔª¼ ì �hÑ�Ô#���h�ï���&�h��Í©�gÑ�Ñ`�h���#�����q�#�.Ü
���#�g�P�4�g�#�g���hÑ������_�����4�'�h���&�¯�#�h���#Ñ��g�C�q�4�C�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâ�� �#� ������Ó4�gÑ�¼"�#�4���4���4���#�#���Û�g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g���gâ7Í��#�����p�h�����hÑ����y���F�hÑñ�h�ò�#�4���4�×�4���#�#���hâ2�H���h��â2���#�\¼ô�|�FÓª�����#���#���4�8�g�:�����g�ò���|�_�



%»º Q®��,�O�¯ ' °½¼¾��®O�ó³�¯�¬^¯�\¤x��§y ' ' ³¿�()³C²��ï±�®�À��&ZÁ+�³ ' ' ³���®6�L²O��,
.�&+�¬�°8³Êx� % �T� ' ³�²-+K)³C¯�¬T� P j

�h���ò�#�g�g�g�����h�:¼P�q�4�§���#�ò���4Ñ��/�����4�#�§�������#�ò���g�g�|�h�����4���#���g���g�ª��� � ���C���#�òÑñ�h�:�����|�h�/���g�g�
Ì �#�×�8�g�:�q�4���Y�h�#�g���h�<���#�×Ù ÷ ØÐùô�h� � �h�Ð�������4�g�#�g���hÑ������_�����4�ð�h���ÝÔ�¼Û�T�h����Ñ��RÍ§�g�����|�h�ð���#�
�4�����4���|�hÑ/ØA�h��Ñ�Ñ����g�A���¯�#�g���Ò���4�4�\���#�g�`Í����������#���4�g�#�g���hÑ������_�����4�Ý�h��é��h���ªõh� � �h� � àh�#����Î������#�g�
���#�\¼Y�4�6�g���_�����4�P�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�g�Ò��� � �#Ñ��ÈÑñ�h���4���?�#�ÝÔ6�g���g��7��g�#�g�hâ/���#���gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4��Ó4�g�.Ü
�����4�C���©�Y�h���#Ñ�¼×�h�2���#�g�4���\�����F�hÑ6���ª���g���g�:�F� n �#�����ª���g���g�:�����#�Ý�6�4���ª�§���Ð���|�_�©���#���gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�Ó4�g�������4� ���ÈÔ|�h��� � �4� �Q��Ñ����4�ª��Ñ�¼ � ��åK�g���g�ª���h�����#���/�����4�����|�h� Ø`�h��Ñ�Ñ����g�g� �È�h�����4���|�hÑ`Ó4�g�������4���
Ì �#���©�h�����#�×�/�����4�Y�Y�F¼��hÑ����È�#�4Ñ � �\Ó4�g�C���K���#���4�����4���|�hÑ|ØA�h��Ñ�Ñ����g�<�h�����#���/�����4��Í©�g����Ô#���4Îh�g���
Ï¤�����#���Y���|�h�/���g�YÍ©�&Ô8�g�4����Í��������4��Ó?���#� �����#�4�:�C��������� � �#�\�����4�"���p�gÑ�Ñ����/�����y�g�#�:Óª�g�C��Ó4�g�
�����#�4����� ���g�F�hÑ�Ñ����#�&Ô|�h�����Û�T�h�\�������|�_�y�h���Û�#�g� � � � �q�4�����#�Û�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�������#�g���g�g� Ì �#�g��â
�_�n���g�����#���Y�h���������#�Û���#�QÙ ÷ ØÐù(�h� � ì �hÑ�Ô#���h�ï����� �Ý�4�g�#�g���hÑ������_�����4�pÍ©� � �\Ó4�gÑ��4�"�&�q�#�:���#�g�
�4�g�#�g���hÑ������_�����4�P�h�7���#��Ù ÷ ØÐù6�|ûp�òÍ���Ñ�ÑK�g�4�#�:�����#�\�������#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�QÓ4�g�������4�Q���Q�h�
�h�|�hÑ��4�4�4�#�Ò�Y�h�#�#�g���h��é��h���ªõh� � �h� � àh�#����Î � � � Ô|�h��� � �4�ÛØA�h��Ñ�Ñ����g�g� �Ò���¯�#�\���B� N 5��H� Ì ���#�
�4�#���#�\Í¿���#���g���#�4Ñ � Ù ÷ ØÐù �����&���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4�(�h�����#�yÙ ÷ ØÐù �4�(�4�#�P��� � �y�h� � �h�
�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª��Ó4�g�������4�P�h�Õ���#�����#���g���#�4Ñ � ØA�h��Ñ�Ñ����g�©�����#�g���DÔª¼Pé��h���ªõh� � �h� � àh�#����Î��4�C���#�
�h���#�g����� � �h�

ØA�h��Ñ�Ñ����g�
→

Ù ÷ ØÐù
↓ ↓Ì �#���g���#�4Ñ � ØA�h��Ñ�Ñ����g�

→
T+'-��01.V'-��W)�	DY*+a¦d

n �#�<���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4�C�hÑ�Ñ��RÍ��<�h��¼×���#Ô#���\�§�h� k �4�/�©�h� ` �#Ññ�F¼ª�g���f��� � �g�g�:¼?�/�Ò�È�g���#�#�g�:���¯�?��g�4�����g�\��Ñ�¼��h� � �/ª��g���g�ª��Ñ�¼�Í��#��Ñ��Ò��� � �����hÑ�Ñ��RÍ��Ð�h�ª¼×���#Ô#���\�§�h��Ñ��g���f���|�h�
k
�#Ññ�F¼ª�g���f���È�4Ô/���h���

�h�ª¼Q���/�q�4���Y�_�����4�Q�hÔ6�4�/�����#�È���g�����h�4�h� Ú �h��� � �4�Û�4�#�Ò���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4�QÍ§���h�����hÔ#Ñ��D���
� �g���g����Ô6��Óh�h�����4�#�©�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�Ð���C����������Ñ��h�fÍ§�R¼C�h�©���ÐÍÒ�h� � �h�#��Ô|�h��� � �4�C���#�����#���g���#�4Ñ �
Ó4�g�������4�Q�h�`Ø`�h��Ñ�Ñ����g�g� �§���¯�#�g���Yëq���g�B� Nm4 â 4 <�â NGN â N P�� í �
Ö �����:��Í©���¯�/�#Ññ�h���Q�#��Í	��Ñ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#Ñ���Óh�h���ñ�h�ª���h�`���#�È�4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐùQ�F�h�ÛÔ6���g�4�?Ü
�:�����#�\��� � âA�H���h��âA�PÓ_�h���ñ�h�ª�ò���|�_���hÑ�Ñ��RÍ������ � �\���g�������#�����#�×��� É ���h�©���#�×�g���#�#�g�:���¯�?� � �#�����#�
�g�#�g�:¼?�/�����4��� Ì �#���f���<���#���\�q�#Ñ/���?�4Ñ?�q�4� � ��åK�g���g�ª�<�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�A���#���Y�h�`���ï��Ü¤�#�\���g� Ö �#�:���#�g�.Ü
���4���hâ�Í©�����#�RÍ)�#��Í���#�����#���g���#�4Ñ � Ù ÷ ØÐùô�F�h�ôÔ6�×�#��� � ��� � �\Ó?�����×�4�g�#�g���hÑf�Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼
�g�4���#�/���_�����4�'�#���h���?�g�hÑ��gâ��H���h��â��#�����#� ���#���g���#�4Ñ �k� �g�g�:¼?�/�����4�'Í§�ô�#���g���g�ª�&� �Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼
�g�4���#�/���_�����4�Y�#���h���?�g�4Ñ6Í��#�����y�hÑ�Ñ��RÍ��Ð���Ý�g�4���#�/���D�h�P�g�#�g�:¼?�/�����4�P�h�Õ���#���#��� � �#�\�Ò�h�Õ�¤Í©�
���g�����h�4�g���4��Ó4�g�y���#�È�g�4�����g���6�4� � ���#���g���#�#�g�:���¯�?����Ô#�/���#�h�����#�ò���g�����h�4�g�����#�g�����gÑ�Óª�g�g�©���
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�q�#�:���#�g�<�h�#�#Ñ����F�_�����h��Í§� � �g���g����Ô6���#�RÍ��D�#���h�����g�4Ñ/�q�4�`�gÑ��g�\�����4�#���©Óª�h�����#�D�F�h�×Ô6�Ò�4Ô/���h���#� � â
���ÛÍ��#�����&�F�h�¯�ÛÓª�h���g���������#Ñ�¼y�6�4�:�����#����Ô|�hÑ�Ñ��h���4�ð�YÔ#�#Ñ�Ñ��\�����QÔ6�ª�h� � ���Û���#�¯�ô��Í§�R¼Q���|�_�
���#��î|�|�hÑ6���hÑ�Ñ�¼×�F�h�PÔ6�D�g�h���#�/��� � �h�§���#�¿�h�7�hÑ�Ñ8Óª�h���g�§Í��#��Ñ��������©�g�4�����g�\���#�g�������©Ó4�g����î8�hÔ#Ñ��
���Û�h�ª¼ð�4Ô#���g�:Ó4�g�Ý�h� � ÍÒ�#��Ñ��Ý���#���#����Ó_�h�\¼ð�h�©���#�×��� � ��Ó?� � �|�hÑ7Ó4�h���g�È���D�4�|�h���h�����g� � �×�����
Ññ�h�:�ò�h�#�#Ñ����F�_�����4�ÛÍ©���#���g���g�ª���YÍÒ�F¼Û���PÔ#�#��Ñ � �C���6�\�g�ñ�hÑ`�g�4���������×�g�ª�����¯�#�g����Ô|�h��� � �4�
���#���gÑ�Ñ����/�����Ý�g�#�:Óª�YØA�h��Ñ�Ñ����g�D�����#�g���×���|�_�È�|�h�È���4���×���ª���g���g�:�����#�Q�#���4�6�g�:�����g�gâ7�h���#�Y���ò�F�h�
Ô6�P���#�:���h�ª���ñ�_��� � ��� �g�����#�g�Ý�6�g�:�q�g�\��Ñ�¼ �#� � ���#�&�h���8�g�:�q�g�\��Ñ�¼ Ô#��� � ���#�#� Ö �4�����4�:���h�����#�g���
�h�#�#Ñ����F�_�����4�#�����4���Ý�q�#�:���#�g�D���#Ô?Ü¤�#���h���?�g�4Ñ��ò�h�����#�g� � � � Í��#�������h��� � �g���g����Ô6� � ���pù?�g�\�����h�
P#�i<?� Ì �#�g���×�#���h�����g�4Ñ����h�������#��î|���:�ò�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�ÝÓh�_�����h�������h�<���#�Ý�#���h�����g�4Ñ�� � �\Óª�gÑ��4�8� �
�#�����#��Ø`�h��Ñ�Ñ����g�g� �§� � �F�/�

�.143 Å ÁÝËª7AÂYÆ�½y¾ÐË · Â�Á ËÕÂ»| Ä\Ä · <PË · ¾Æ>Ï½¡7�ÇÝÅ¼» Â�ÇÝÅb7Ý¹ · ÁPÇ+»
Z/NsZ

ûp�C���#�4�:��Ñ�¼ô��������� � �#�g�Y�gÑ�Ñ����/�����×�g�#�:Óª�g�Ý��Ó4�g�Ý�����#�4�ò���&�#���RÓ?� � �����#�YÔ|�h�������T�h�\�������|�_�Ý�h���
�#�g� � � � ���Ý�#� � �g���:���h� � ì �hÑ�Ô#���h������� �Ð�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª�òØA�h��Ñ�Ñ����g�Ð�����#�g���ò�h�©Í§�gÑ�Ñ��_�Ò�#���©�4�g�#�g�.Ü
�hÑ������_�����4�Q�h� � �4�#���q�#�:���#�g���4�g�#�g���hÑ������_�����4��� Ì �#�������ª����� � �#�\�����4�y�����Y�h���#Ñï¼PÔ|�h��� � �4�2� P N �H�
Ö �4�§�q�#�:���#�g� � �\���h��Ñ��Ò�h� � ���4�g�#�g���hÑ2���ª����� � �#�\�����4�C���×�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�g��Í§�ò���\�q�g�Ò����� kK5��H�
ü2�\�

R
Ô8�ò�Ý�g�4���Ý�/���_���ïÓª�������#��Í������^5ò�h� �

R∗
���#�D���\�Ò�h�7���ªÓª�g�:����Ô#Ñ����gÑ��g���g�����§���

R
�f���

�/ØCØÙ� ���)� �_�/¢ �����
y2z = x3 + axz2 + bz3

�RÓª�g�
R
��� � �\î|�#� � Ôª¼Q���|�h���

a, b ∈ R
���#���Q���|�_�

6(4a3 + 27b2) ∈ R∗
�§�����#���|�hÑ2���#�È���\�

�h�
R
ÜóÓh�hÑ��#� � �8�4���ª���D��� � �g�#�h��� � Ôª¼

E(R)
�h� � ��� � �\î|�#� � ���yÔ6�����#�×���\�È�h�©�gá��#��Ó_�hÑ��g�#�g�

�gÑñ�h�����g�ò�h�Ð�6�4���ª���
(x : y : z)

Í������
x, y, z ∈ R, y2z = x3 + axz2 + bz3

�h� � ���#�¯�ô���|�_�
���#�È� � �F�hÑÕ�4�\�#�g���_��� � Ôª¼

x, y, z
���
R
â6�h� � �q�4��Í��#�����Q���#�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�×�gá��#��Óh�hÑ��g�#�g�È���gÑñ�_�����4�

�#�4Ñ � �g�

(x : y : z) ∼ (x′ : y′ : z′) ⇔ ∃ λ ∈ R∗ : λx = x′, λy = y′, λz = z′.

Ö �4�ò���#� � �g���g�����/�����4�p�h�§���#�Y�gÑ�Ñ����/�����×�g�#�:Ó4�PØA�h��Ñ�Ñ����g�D���¯�#�g�×�P�h� � �����È�4�g�#�g���hÑ������_�����h�#�DÍ§�
�#�g� � ���y�g�4�#��� � �g�D�����#�4�

R = Z� NsZ
Í������

N
Ô6�g���#�P���#���#��� � �#�\�ò�h�Ð�¤Í§�y�#�������g�

p
�h� �

q
â§�h� �

s ∈ N
� Ö �h�×���#���������#�4�����#�Q�#���|�hÑÒ�¯�#�4� � �h� � ���h�#�4�g�����4�6�\���������4�"�#���RÓ?� � �g���

�4���4�#�ôÑñ�RÍ�4�
E(Z� NsZ)

Í������
O = (0 : 1 : 0)

�h�D� � �g�ª�����.¼Û�gÑ��g���g�ª�R� Ú ¼&���#� ÷ �#���#�g���
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ö��g�Y�h��� � �g� Ì �#�g�4���g� ���§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��©���|�_�
E(Z� NsZ) ' E(Z� psZ) ×E(Z� qsZ)

� Ì ��� �#� �¤Í©�
�6�4���ª���

(x1 : y1 : z1)
�h� �

(x2 : y2 : z2)
�4�Q�h�P�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª�ò�RÓ4�g�

Z� NsZ
Í©�ò�F�h�y�#���D���#�

�#���|�hÑ��q�4���Ý�#Ññ�h�`�q�4�
z1, z2 ∈ (Z� NsZ)∗

� Ì ���FÓ4�4� � �#���4Ô#Ñ��g���Õ���
z1

�4�
z2

�h���Ð�#�h�A���ªÓ4�g�:����Ô#Ñ��`Ü
�h�A���AÍ���Ñ�Ñ��h�n���g�Ý���g�g�#�`���Ý�h�#�`���\�������#��Ü�Í©�§�Y�hÎ4�Ð���#�©�g�#�:Óª�g�f��ª��#�§�#�����#�����#�

(x, z)−
�#Ññ�h�#�

Ôª¼P���gá��#�������#�Ý���|�_�
y = 1

��¿��h�������|���Ò�q���4�
z
�#�h��Ô6�g���#�×���#�#�������

R
���§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��©�q���4�����#�

�g�#�:Ó4�×�gá��|�_�����4�&���|�_�
x
�����#�h�ò�C�#�#���Fâ6�����#� Ì �?�#�D���&���#�����F�h���

y
�|�h�����PÔ6���P�#�#���D�h� �

Í©���F�h�����\�
y = 1

�t7��g�#�g�hâÕÍ©���g�4�#��� � �g�ò�g�#�:Ó4�g�È�h�©���#���q�4���
z = x3 + axz2 + bz3

�×�
�6�4���ª�

(x : y : z)
�#�RÍ*Ô8�g�g�4���g�

(x/y, z/y)
�h� � ���#�È� � �g�ª�����¤¼P�gÑ��g���g�ª���������g�#���g���g�ª��� � Ô�¼

(0, 0)
� Ì �#�ò���ªÓ4�g�����ò�h�A�Ý�6�4���ª�

(x, z)
���§�4Ô/���h���#� � �h�

(−x,−z)
�f����Ñ��h�#�×�h�§���#� � ��Ó?�������4�

�4�6�g���_�����4�#�Ð�h��� � �\î|�#� � ���×���#�������#�#âª���#�����#�
(x3, z3)

�h�K�¤Í§�È�6�4���ª���
(x1, z1)

�h� �
(x2, z2)�q�4�

x1 6= x2

�F�_�QÔ6�ò�g�4���#�/��� � Ôª¼C���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#���4���4�#�P�q�4�����#Ññ�_�h�

x3 = x1 + x2 +
(z1 − λx1)(2aλ+ 3bλ2)

1 + aλ2 + bλ3
,

z3 = λ(x3 + x1) − z1,
Í��#�g���

λ =
z1 − z2

x1 − x2

.

Ïó�
x1 = x2

���#���Q���|�_�ÒÍ§� � �4�#Ô#Ñ��ò���6�4���ª�
(x1, z1)

Í©�ò�4Ô/���h���P���#�ò�8�4�����
(x3, z3)

�h�

x3 = 2x1 +
(z1 − λz1)(2aλ+ 3bλ2)

1 + aλ2 + bλ3
,

z3 = λ(x3 + x1) − z1,
Í��#�g���

λ =
3x1

2 + az1
2

1 − 3bz1
2 − 2ax1z1

.

Ïó�ò���#� � ��Ó?�������4�#�C�h���&�#�h� � �\î|�#� � Í©�ð�#�g� � ��� �#���ð�h���#�g�Y�q�4�����#Ññ�_�h� Ì �(�4Ô/���h�������#���
�q�4���Ý�#Ññ�h��Í©�ò�|�RÓ4�D���×���g�F�hÑ�Ñ����4�����T�h�\�����hÔ8�4�/�����#�

p
Ü.� � �������#�g�4�:¼P�h�A�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�g�gâ8���g�

� kK5����q�4�§�q�#�:���#�g� � �\���h��Ñ��g�fü2�\�

E1(Z� NsZ) := {P ∈ E(Z� NsZ) : P
��� � �#�g�g�����

(0 : 1 : 0)
���
E(Z� NZ)}.

Ì ���#�gâ|�q�4���h�Q�gÑ��g���g�ª�
(x : y : z) ∈ E1(Z� NsZ)

�����#�4Ñ � �§���|�_�
N | x,N | z

�h� �
N - y

�Ùà
÷ �4�#��� � �g�©���#���gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�

z = x3 + axz2 + bz3
�RÓª�g�

Z� NsZ
� ì ��Óª�g�P�h�ª¼

x
Í������

N | x
á�È ñ�ëE�/ëòðcõ�ø/çÙô�ä�ñ õ�æ�ñ

N3 | z
ü
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Í©�òî|� � ���#�#��á��#�ò���4Ñ��/�����4�CÍ��#�g���
N | z

�fÏó���|�h�Ò���#�D�q�4���Q�

w(x) = x3 + ax7 + bx9 + 2a2x11 + 5abx13 + (5a3 + 3b2)x15 + 21a2bx17 + · · ·

ën�q�4�����#�h���#Ñ��È���4Ñ�Ó?���#�×���#�È�gá��|�_�����4�ÛÔª¼Q�����g���_�����4� í �Òù?���#�g�
N | x

���#���4��Ó4�g�Û���#�
w(x)

���
î|�#�����D���

Z� NsZ
�h� �

N3 | w(x)
�

ü2�\�
ψ : N(Z� NsZ) → E1(Z� NsZ)

Í������
x 7→ (x : 1 : w(x))

� Ì �#�Ð���Y�h�4�f�h�/���#�Ð���#Ô#�4���4�#�
N j(Z� NsZ)

�#� � �g�
ψ
���§���#�ò���#Ô#�4���4�#�

Ej(Z� NsZ) = {(x : 1 : z) ∈ E1(Z� NsZ) : N j|x
�h� �

N 3j|z}

�h�
E1(Z� NsZ)

� n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼4â Es(Z� NsZ) = (0 : 1 : 0).
Ì �#�Ý�Y�h�

ψ
����Ô#� ¾:�g�\����Ó4�Ý�h� � �|�h�

�g�g�:���h���ô�#�4���4���4���#�#�����#���4�6�g�:�����g�g�×��Ñ����#�4�#�4�ð���ò���D�#�h�È�y�4���4�#�ô�#�4���4���4���#�#�������������gÑ��
�q�4�È�hÑ�Ñ

s
â7���È��� � �#�g�g���y�4���4�#���#�4���4���4���#�#�����Þ�q���4�

N j(Z� NsZ)/N j+1(Z� NsZ)
���y���#�

�4���4�#�
Ej(Z� NsZ)/Ej+1(Z� NsZ)

�<Ï¤�Q�|�h�:�����g�#Ññ�h�gâ�Í§�ò�4�\�

|Ej(Z� NsZ)| = N · |Ej+1(Z� NsZ)|

�q�4�Ò�hÑ�Ñ
1 ≤ j ≤ s− 1

��7��g�#�g�
|E1(Z� NsZ)| = N s−1

��¿��h�������|�_�§�q�4�
s = 2

Í§�D�4Ô/���h���P�h�
�����4���4���#�#������Ô6�\�¤Í©�g�g�

Z� NZ
�h� �

E1(Z� N2Z)
�

¿��RÍ	Í©���F�h�ð�4��Ó4���h�&�¯�/�#Ñ����g�����q�h���Ý�#Ññ���q�h�����#�����#�Þ�h�`���#�Ý�8�4�������
(x1 : 1 : w(x1))

�h� �
(x2 : 1 : w(x2))

� Ì �#�ò���#�����§���#�ò�6�4���ª�
(x3 : 1 : w(x3))

Í��#�g���

x3 = (x1 + x2) + a(−2x1x2
4 − 4x1

2x2
3 − 4x1

3x2
2 − 2x1

4x2)

+b(−3x1x2
6 − 9x1

2x2
5 − 15x1

3x2
4 − 15x1

4x2
3 − 9x1

5x2
2 − 3x1

6x2)
ë�P#�65 í

+a2(−2x1x2
8 + 8x1

3x2
6 + 16x1

4x2
5 + 16x1

5x2
4 + 8x1

6x2
3 − 2x1

8x2) + · · · .

���Ý�hÑ����F� � ¼ð���g�ª�����4�#� � â
E(Z� NsZ)

���È�yî|�#�����×�4���4�#��Í������p� � �g�ª�����¤¼
(0 : 1 : 0)

�Qù?���#�g�
E1(Z� NsZ)

���Ò���#�DÎ4�g���#�gÑÕ�h�7���#�ò��� � �#�\�����4�y�Y�h�P�q���4�
E(Z� NsZ)

���
E(Z� NZ)

â#Í©�ò�4�\�

|E(Z� NsZ)| = |E1(Z� NsZ)| · |E(Z� NZ)|

= N s−1 · |E(Z� NZ)|.

Ö �4�2���#� � �g���g�����/�����4���h�#���#�Ð�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F���A���È���#�<�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�����g�\�����4�#�7Í©�©�#�g� � �����g�4�#��� � �g�
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���#�§�6�4���ª���
Pi = (Ni : 1 : 0)

�4�
E(Z� N2Z)

� Ì �#�\¼��h���§�h�Ý�����6�4�:���h�ª�7�T�h����Ñï¼ò�_�8�6�4���ª���A�4�
E(Z� N2Z)

� Ì ���g�4���#�/���
m ·Pi

Í©���|�FÓª�������#�������#���hÔ6�RÓª��Ùfá��|�_�����4�BP#�65������#�g� � ��Ó?�������4�#�
�h���C�#�h� � �\î|�#� � ��ûp�P�4�\�Ý���|�_�

mPi = Pmi

� ù?������Ñ��h��Ñï¼4âAÍ��#�g� Í©�4��Î����#�ð���
E(Z� NsZ)Í©�Y�#���×���#���6�4���ª�

P1 = (N : 1 : w(N))
âA�h� � �g�h���#�/���

mP1

�h�#�#Ñ�¼?���#�QÙfá��|�_�����4�$P#�654�
Ö �#�:���#�g�����4���hâ#�����g�h�QÔ6�ò���#�RÍ��Q���|�_�

N s−1P1 = (0 : 1 : 0).

�.1I0 Ç�ÆPÅÉ| Ä\Ä · <PË · ¾c>Ï½¡7�ÇÝÅÊ_ ¶¸· Ä\Ä · Åb7¹�C¾;ÆPÅ�ÉÊÅ

Ï¤�����#���<���g�\�����4�×���#���gÑ�Ñ����/�����Ò�g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g�f�����#�g����Ôª¼Yù6� ì �hÑ�Ô#���h�ï����Í���Ñ�Ñ#Ô8�����#���Y�h������� � �
Ïó�A���7���|�_���#���hÑª�4�g�#�g���hÑ������_�����h�ò�h�|ØA�h��Ñ�Ñ����g�g� �2�#���4Ô|�hÔ#��Ñ����:�����hâR�#�4���4���4���#�#���f�#�#Ô#Ñ����<Îh�\¼È�g�:¼?�?Ü
���4�:¼?�:���g�9� O k��/�����gÑ�Ñ����/�����<�g�#�:Óª�g�f�RÓª�g�`�����#�4�g� Ì �#���`�����#�g���©ÜÕ�h�AÍ©�gÑ�Ñ/�h�`�����A�4�g�#�g���hÑ������_�����4�#�
���|�_��Í©�ÈÍ���Ñ�Ñ��#���g���g�ª�����Ûù?�g�\�����4��P#� N �h� � P#� P�Ü©�|�FÓ4�È�¯�#�h�\��Ñ�¼P���#�È�#���4�6�g�:�����g���#�g� � � � �q�4�
�4�#���#���h�����g�4Ñ��Ò�g�4�#�:�����#�\��� � ���P���#�òÑñ�h�:�����|�h�/���g�g�
ù?�g�^� P N �<�q�4� � �\���h��Ñ��ò�h� � ���g�Pù?�g�\�����4�AP#�65×�q�4�È���4�×���Y�_���#�g�Y�_�����F�hÑA�T�h�\�����hÔ6�4�/�È�gÑ�Ñ����/�����
�g�#�:Ó4�g���RÓ4�g�������#�4���h� � �hÔ8�4�/�����#�

p
Ü.� � �������#�g�4�:¼P�h�A�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�g�g�

Û 0m,E?%01��0Z��IK��������Þ
Ì ���4�g�#�g���_���È��Îh�\¼

•
�g�4���#�/���ò�×��� � �#Ñ��#�

N = pq
�h�����#��� � �#�\���h�7�¤Í©���#�������g�

p, q > 3
�

•
÷ �#�?�h���×�C���h� � �4���gÑ�Ñ����/�����È�g�#�:Óª�

E : y2z = x3 + axz2 + bz3
��Ó4�g�

Z� NZ
â��H���h��â

gcd(N, 6(4a3 + 27b2)) = 1
�

ü2�\�
M = |E(Fp)| · |E(Fq)|

Ô6�D���#�D�4� � �g���h�
E(Z� NZ)

� Ì �#�g�ÛÎ��#�RÍ�Ñ�� � �4�ò�h�
M
���

�6�4Ñ�¼?�#�4�����hÑ¹Üó�����×���gá��#��Óh�hÑ��g�ª�È���QÎ��#��Í�Ñ�� � �4���h�§���#�×�T�h�\���4�������_�����h���h�
N = pq

ëq���g�
� P N � í � Ö �#�:���#�g�����4���hâ|���

p, q
�h���òÎ��#��ÍÒ�Û���#�g�

M
�F�h�ÛÔ8�È�g�4���#�/��� � ���Q�6�4Ñ�¼?�#�h���ñ�hÑ

���������#�����#�����#��ù?�¯�#���h�ñÜ¤�Ò��Î����?Ü.ÙfÑ�Î����g���hÑ��4�4���ï���#� ëq���g�È�h���#�ú��5 4 � í �

•
÷ �#�?�h�����P�8�4�����

Q = (x : y : z)
ÍÒ�����

ord(Q)|M
���
E(Z� N2Z)

�×ù?���#�g��Í©�×�|�FÓª�
|E(Z� N2Z)| = MN

ëq���g�ôù?�g�\�����4�	P#�65 í â§���#���Y�6�4���ª�C�F�h��Ô6�Q�q�4�#� � Ôª¼"���hÎ����#� �
���h� � �4� �8�4���ª�

Q′ = (x′ : y′ : z′) ∈ E(Z� N2Z)
�h� � ���\�������#�

Q = NQ′
�

ü2�\�
P1 := (N : 1 : 0) ∈ E(Z� N2Z)

�
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Ì �#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼C�g�4�#�����:���§�h�2���#����� � �#Ñ��#�
N
ëT�h� � �#�g�#�g�����#���8�4�����

P1
í â����#���g�?�/ª��g���g�ª���

(a, b)
�h�7���#�ò�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª�hâ8�h� � ���#�ò�6�4���ª�

Q
�

Ì �#�È���g�g���\��Î4�\¼y���Ò���#�ò�4� � �g�
M
�h�A���#�ò�4���4�#�

E(Z� NZ)
�

���Ý�hÑ����F� � ¼ô���g�ª�����4�#� � ��� ù?�g�\�����4�$P#�65Y�����#�4Ñ � �ò���|�_�
mP1 = Pm = (mN : 1 : 0)

�q�4�
0 ≤ m < N

�Ðù?���#�g�

(m+N)P1 = ((m+N)N : 1 : 0) = (mN : 1 : 0) ∈ E(Z� N2Z)

Í©�§�F�h���hÑ���� � �\î|�#�
mP1 = Pm

�q�4�
m ∈ Z� NZ

� Ì �#���`���A�hÑ�����Óh�hÑ�� � �q�4�7���#�©�4�g�#�g���hÑ������_�����4�#�
�4��Ó4�g�Q���P���#�D�q�hÑ�Ñ��RÍ����#�Ý���g�\�����4�#�g�
DF���G��,�&-��������Þ
Ì ���g�#�g�:¼?�/���×���g�����h�4�

m ∈ Z� NZ
���#�?�4�����×���h� � �4� �������g�4�g�

1 ≤ r < N
�h� � �g�4���#�/���

���#�ò�6�4���ª�
C = rQ+mP1 = rQ+ Pm.

Ì �#�È�g���#�#�g�:���¯�?�����§���#�ò�6�4���ª�
C ∈ E(Z� N2Z)

�
HJ01�G��,�&-��������Þ
Ì � � �g�g�:¼?�/�����#�ò�g���#�#�\�����¯�?�

C
�#���ò���#�ò���g�g���\��Îh�\¼

M
���×�g�4���#�/���

MC = r (MQ)︸ ︷︷ ︸
O

+MPm = PmM = (mMN : 1 : 0).

ì ��Ó4�g� ���#�
x
Ü¤�g�?�4� � ���|�_���

mMN
�������g���#���\��� � ���

Z
Í©� �F�h� � ��Ó?� � � Ôª¼

N
���'�4Ô/���h���

mM ∈ Z� NZ
�h� � ���#�g���Ý�#Ñ������#Ñï¼ Ôª¼(���#�Q����Ó4�g�����Û�h�

M mod N
���p���g�g�RÓª�g�����#�Û���g�.Ü

���h�4�
m ∈ Z� NZ

�yë)¿��h�������|�_��Í§�×�|�FÓ4�
Z� NZ ' E1(Z� N2Z)

�h�D���g�������4�#� � ����ù?�g�\�����4�
P#�654� í
!���#$��#$�%��&('��)�8aY���%&q0Z����,qÞ
Ì �#���Ð�����#�g�������Ð� �#� ������Ó4�gÑ�¼Ý�#�4���4���4���#�#���Ò�����#�g���4��Óª�g���g�#�g�:¼?�/�����4�#�

C1 = r1Q+m1P1

�h�
m1

�h� �
C2 = r2Q+m2P1

�h�
m2

�h���g�#�g�:¼?�/�����4�
(C1+C2) = (r1+r2)Q+(m1+m2)P1

�h�
(m1+m2)

�F�h�ÝÔ6�©�g�4���#�/��� � ¾:�#�:�`Ôª¼Ý� �#� ���#�����#�©�g���#�#�g�:���¯�?���
C1

�h� �
C2

�;7��g�#�g�hâ4Í©�§�F�h�
� �\î|�#�����#�D�hÑ��4�4�������#��� �#� �h�©� �#�

(E(m1), E(m2)) := E(m1) +E(m2) = E(m1 +m2)�4���h�
� �#�

(E(m1), E(m2)) := E(m1) + E(m2) + r′Q = E(m1 +m2)
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Í������
1 ≤ r′ < N

���×�4� � �g�<���ÈÔ#Ñ���� � ���#�����g���#Ñ��F�<ù?���#�g�Ò���#�����g�����h�4�����\�
M

�gá��|�hÑ��
Z� NZ���#���g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� ���§�hÑ��������F�hÑñ�h�©�#�4�×�4���4���#�#�����h� � ���#�D�hÑ��4�4���ï���#��çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��§�F�h�CÔ6�

�����#Ñ��g�×�g����� � �#�����#�Û���g�8�F�_��� � Ñ�¼ô���#�Y�hÑ��4�4�������#��� �#� �h� � ���4����Ô#Ñ���� � ���#�Q�hÑ��4�4�������#� �h�
�hÑ����F� � ¼C���g�ª�����4�#� � ��� ÷ �|�h�/���g� 4 �
� 01#$IQ���JR-Öý �Ö)�LÖ Ö �4�2�g�#�g�:¼?�/�����4�ÈÍ©�Ð�Ý�#�:�7�4�|�h���h�ª���g�f���|�_�Õ���#�Ð���h� � �4�jÓh�hÑ��#�

r
���Õ���#�4���g�

�q���4�!�����\�f���|�_�f���AÑñ�h���4�©�g�#�4�#�4��âª�H���h��âhÍ©�Ò���#�?�4���
r ∈ {1, . . . , N−1}

�7û �#�g��� �#� ���#���¤Í©�
�g���#�#�g�:���¯�?���

C1 = r1Q+m1P1

�h� �
C2 = r2Q+m2P1

Í©�������4�ª�Ð�4Ô/���h���C�ÈÓ_�hÑ��#�
r1 + r2Í��#�����ð����Ññ�h���4�g�����|�h�

N − 1
��ûp���F�h�&���4�#�4���ò���#�����h��Ñ��4�#�C�h���q�4�����#�Ý���C�4Ô/���h���#� � �#�\Í

�g���#�#�g�:���¯�?�
C
���<�#�4Ñ � �f���|���

C 6= (mN : 1 : 0)
â�Í��#�����Y�F�h�Y�F�h����Ñ�¼ÝÔ6��Ó4�g����î|� � � n ���#�g�:Í������Í©���|�FÓª�����ÝÔ#Ñ���� � ���#�����g�����h�4�g�§Ôª¼C� �#� ���#�

r′Q
Í��#�g���

r′ ∈ {1, . . . , N − 1}
���Ð���h� � �4��Ñ�¼

���#�4���g���Qû �#�g� �#�����#�Q���#�Y�#�4���4���4���#�#�����#���4�6�g�:�¤¼��������#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#� ëq�H���h��â`�hÑ����Q�������#�
�4�g�#�g���hÑ������_�����4�#� í ���#���Ò���#�g��Îy�����hÑ�Í§�F¼?�������#Ñ����g����Ñï¼Y���#�gÑ�� � � � �

Ì �#�È���g�g�#�����¤¼y�h�|�hÑ�¼?�����Ò���§Ó4�g�:¼y��������Ñ��h�Ð���×���|�_���h�`ØA�h��Ñ�Ñ����g�g� �§�4�����4���|�hÑ6�����#�g���h�¤¿��h���D���|�_�
���#�Û�gÑ�Ñ����/�����P�g�#�:Óª�

E
���(���#�������¯�#�g���Û�������#�4���g�'���h� � �4��Ñ�¼4�Ý7��g�#�g�hâ���� � ���g�Y�#�h�CÑ��F�hÎ

�h�ª¼Û�¯�?�����P���/�q�4���Y�������4�Q���P�h�ô� � Ó4�g�����h�:¼ÛÍ��#���¯�&Í©�4�#Ñ � �#�gÑ��&���Y�T�h�\���4�������
N
�¸7��g���hâK���#�

���g�Y�h�ª�����ð���g�g�#�����¤¼	ëT�h� � �\î|�#� � ��� � PZ<�� í �������#�ð�F�h���ô�h�È�|�h������Ó4��� � Ó4�g�����h�����g� � �g�8�g� � �
�4�p���#�C�|�h� � �#�g�����_�Ò���#�Y�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Q�#���4Ô#Ñ��g� Í��#����� Í©�C�F�hÑ�Ñ<���#�b�/ØCØÙ� ���)� ���/¢ ����� R � �CØCØÙ� �/�
� ��� ¢ ¨\���)� � � � ì ��Ó4�g�&�×�6�4���ª� Q ∈ E(Z� N2Z)

�h�f�4� � �g� � ��Ó?� � ���#�
|E(Z� NZ)|

Í��#�g���
N
���

���#�§�#��� � �#�\�`�h�|�.Í©��Ññ�h���4�©�#�������g�gâ4�h� � �4��Ó4�g�×�����h� � �4�	�6�4���ª�
C ∈ E(Z� N2Z)

� �\���g�������#�
Í��#�\���#�g�

C
Ñ����g�Ò���P���#�ò���#Ô#�4���4�#�Q�4�g�#�g���_��� � Ôª¼

Q
�

¿��h�������|�������#�����|�h� � �#�g���×�h�����#���/�����4� ��Ñ����4�ª��Ñ�¼ � ��åK�g���È�q���4� R � �CØCØÙ� �/�TË � � ��� ¢ ¨\���)� � � âA���
Í��#�����'�#�ð�h�����#���g�Y���#�&�|�h� � �#�g���P�h�D���#�Û�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�p�#���4Ô#Ñ��g�Q� ì ��Ó4�g�

N = pq
�h� � �

���#��Ô8�g�
c
���|�_�D�����g�����#�g�����h� � �4�����

(Z� N2Z)∗
�4���C���h� � �4�

N
� ���ð�6�RÍ§�g�D���

(Z� N2Z)∗� �g�g� � �DÍ��#�\���#�g�
c
Ñ����g�Ò���P���#�ò���#Ô#�4���4�#�Q�h�

N
� ���Q�6�RÍ©�g���g�

Ïó�������6�4������Ô#Ñ��ò���C�h�#�#Ñ�¼Q�:���h� � �h� � ���\���#� � �����Y�4Ô/���h���Û���4���È���4Ô#�#�:�����g�g�#�����¤¼Û�#���4�8�g�:�����g�
�q���4� �p���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñï¼ ���\�g�#���ð�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�Q� Ö �4�����#�:���h�#�g�hâÒ���×� h�:������g�4�#�:�����#�\�����4�����
� �g���g����Ô6� � ÍÒ�#���¯�ð�g�4�ªÓ4�g�:���òØ`�h��Ñ�Ñ����g�g� �������#�g���Ý���C���|�_�D�����������g���h�������F�hÑ�Ñï¼y���g�g�#���×�h�ª�h���#�:�
�h�Û� � �h�/����Ó4�D���#�4���g�Û�g���#�#�g�:���¯�?���_�����h�¯ÎY���P���#�ò���h� � �4� �4���h�gÑ��D�×� � �gÑH�
ù?�g�B� P N �2�q�4�§�q�#�:���#�g�Ò���\�g�#�����.¼ � �����g�#�������4�#���4�§�q�4�Ò�¯�#�h���#Ñ��g�g�
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Ï¤�Ý����������Ñ��h��Í§�F¼��h�Aé��h���ªõh� � �h� � àh�#����Îp� N 5/�?�|�RÓ4�©�4��Ó4�g�Ý���4�g�#�g���hÑ������_�����4�ò�h�/���#�©�4�����4���|�hÑ
ØA�h��Ñ�Ñ����g�ò���¯�#�g���Y���&�Y�hÎh�Y�������4���Y���ª���g���g�:�����#�Q�q�4�Ý�h�#�#Ñ����F�_�����h�#� ì �hÑ�Ô#���h�����p�4�g�#�g���hÑ������ �
���#��Ù ÷ ØÐù � P N �H��7����Ð�4�g�#�g���hÑ������_�����4���q�4�f���#���gÑ�Ñ����/�����Ò�g�#�:Ó4���F�h����Í���Ñ�Ñ#Ô8���#���g���g����� � ���×���#���
���g�\�����4���h� � Ññ�_���g�7�4��Í©�©Í���Ñ�Ñ��4�g�#�g���hÑ������©���7�q�#�:���#�g�7���D�����#���g���#�4Ñ � Óª�g�������4��� Ö �#�:���#�g�����4���hâ
Í©��Í���Ñ�Ñ#�4��Ó4���òÑ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#Ñ��ÒÓ_�h���ñ�h�ª�Ð�h�K���#���4�g�#�g���hÑ������ � �gÑ�Ñ����/�����Ò�g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g�f�����#�g���h�
Ì �#�g���C�4�g�#�g���hÑ������_�����h�#�ò�#���Y�#���4�#�g�È�8��Í©�g�����h�

N
�h� � �|�RÓ4�Y�g�g�:���h���p� � Óh�h�ª���h�4�g�Ý�h�È�F�h�

Ô6�����g�g�����Õ� N 5/�H��ù?�#â����#�:���F� � �h�Ð�g�4�#��� � �g�����#�C���#���g���#�#�g�:���¯�?�ò�4���4�#�
E(Z� N2Z)

Í©�×�#�RÍ
�g�4�#��� � �g���gÑ�Ñ����/�����ò�g�#�:Ó4�g����Ó4�g�

E(Z� Ns+1Z)
�q�4�

s > 0
��Ï¤�Q���#�����#���?�g�g����Í©���|�FÓ4�È�������hÎ4�

�F�h���ò�h�A���#Ô/��Ñ��\�����g�����gÑñ�_�����#���������#�D�q�4���Y�hÑK�4���4�#��â|���g�Ýù?�g�\�����h��P#�654â�� kK5��Õ�h� � � P N �H�
Û 0m,E?%01��0Z��IK��������Þ
Ì ���4�g�#�g���_���È��Îh�\¼

•
���#�?�4���&����� � �#Ñ��#�

N = pq
�h�C���#��� � �#�\�C�h���.Í©� �#�����×�g���4���F�_���g�����|�h� N �h� �

���#�?�4���
s > 0

��ë Ì ���#�����#�ò���g�����h�4�D���¯��Í���Ñ�ÑKÔ6�D���#�ò�4���4�#�
Z� NsZ

� í

•
÷ �#�?�h���P�Û���h� � �4���gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�

E : y2z = x3 + axz2 + bz3
�RÓª�g�

Z� NZ
â`�H���h��â

gcd(N, 6(4a3 + 27b2)) = 1
�Ðü2�\�

M = |E(Fp)| · |E(Fq)|
�

•
÷ �#�?�h�������6�4���ª�

Q = (x : y : z)
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x
�F�h�����#Ññ�F¼ª�g�D�g�4���#�/���g�È�P���|�h���×�h�Ð���#�

���g���#Ñ��F�"��Ñ��4�#�ôÍ������ ���#���×�4�?�g���ô�#���?�h���h���g�4�����g�\���#�g���Fâ§�H���h��â©�ô�#���?�h�����|�_�×���#�Q�#Ññ�F¼ª�g�
�#�4�#�g�:��Ñ�¼C�#��� � �#���§���|�h���D���y�Ý�g�4�����g�\�ÒÍ§�F¼4� Ì �#���Ò���#���#���g�§���|�_� � �����#�4�#�g�:���h� � �g�4�����#�/��� �
�#Ññ�F¼ª�g�����F�h� Ô6�Y� � �g������î|� � Ôª¼ �h�ª¼p�#Ññ�F¼4�g�Ý�h� � �4Ô#���g�:Ó4�g�×�h� � ���#�g� � ����á��|�hÑ���î|� � �ðù?�Kª�Ü
�g���g�ª��Ñ�¼ �Y�h�ª¼ �g�4�����g�\�����|�h���g���h�����#�y���g���#Ñ����F�h��Ô8�Q�/ª��g���g�ª��Ñ�¼ �g�4�ÝÔ#���#� � ���ô�g�4���#�/���
xd mod N

� Ì �#���Ð���\���#� � Ôª¼Cù?�#�4�#��Í§�h�§�hÑ����È�#��� � ��� � N 5/�K�h� � �F�h�YÔ6���h�#�#Ñ���� � �������|�h���
�g�4�ÝÔ#���#���#�ð���(�4�#�×�F�h���h��7��g���y���#�y�#Ññ�R¼4�g���×�Ý�#Ñ������#Ñï¼ �h�(���#�#�/���g���#�#�g�:���¯�?�×Í������(���#�g���
���g�g���\�Ò���|�h�������Y���#���y�ÈÍ§�F¼×���|�_�©���#�g�������g���#Ñ����©�g�h�CÔ6���g�4�ÝÔ#���#� � ���Ý�4Ô/���h���×���#���#��� � �#�\�
MC

�h�7���#�ò�g���#�#�g�:���¯�?�
C
�h� � ���#�ò���g�g���\��Óh�hÑ��#�

M
�Ðù?�#Ô#���gá��#�F�ª��Ñ�¼4â|���#�ò���g�Y�h���#���#�Ý�|�h�:�

�h�6���#� � �g�g�:¼?�/�����4���#���?�g� � �#�����F�h��Ô6� � �4�#�Ò�F�h����Ñ�¼�Í������#�4�/�<Î��#�RÍ�Ñ�� � �4���h�
M
�`���Ð�hÑ����F� � ¼

���g�ª�����4�#� � ���#���<���\���#� � �#�g� � �§�h�©�ò���#Ô#���4�/�����#���ò�#���?�h���h�K�g�4�����g�\���#�g���g�Ë7��g�������#���<�#���?�h�
���Ò���#���?�h�7�h�2���#���gá��|�hÑ����.¼��h� � �����g���\����Ñ��4�ª�h�������#�×�Ð���|�_�§�#����Ó4�g�§���|�_�§���#���#Ññ�R¼4�g�§Ô8�g�|�RÓ4� �
�#�4�#�g�:��Ñ�¼y�h� � �g�4���#�/��� � ���#�ò�g�4�����g�\��Óh�hÑ��#�h�fÏó��Í���Ñ�ÑKÔ6�ò�4��Ó4�g�Q���Qù?�g�\�����4��P#�i<?�

n �#�����#���g���#�4Ñ � �����#�g�����#�g� � �D�×�����#�:��� �&� �F�hÑ��g�����y���#��Îh�\¼Û�4�g�#�g���_�����h�Û�#�|�h���È���Y���\���#����#�§Î4�\¼?�g� Ì �#���`���f���4�#�g�Ò�h� � �q�4�f�hÑ�Ñ?�4�6�g���_�����4��âh�H���h��âh���#�©�����#�:��� �×� �F�hÑ��g�A���`�#�h�`�#�g�g�g�����h�:¼
�q�4�����#���g�#�g�:¼?�/�����4��âK���|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4�ð�4�����|�h���Ý�g�4�ÝÔ#���#���#���#�|�h���h� Ö �#�:���#�g�����4���hâ��_�n���g�
� ���:������Ô#�/�����#�����#��Î4�\¼?�����#�������#�:��� � �|�h�:�.¼Q�F�h� � �gÑ��\�����hÑ�ÑÕ���g�g���\�ò���/�q�4���Y�_�����4���\7��RÍ§�\Ó4�g�gâ
Í©���F�h�C�4�\�Ò�hÑ��4�#���#�����#���Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼��g�4���#�/���_�����4�����g���#�#��á��#�g�©Í��#���¯�P�hÑ�Ñ��RÍ��#�©��� � �����#�
Îh�\¼y�4�g�#�g���_�����4�PÍ������#�4�/���Ý�����#�:��� � �|�h�:�¤¼4�
���|�hÑ��4�4�4�#��Ñ�¼ð���ôù?�#�4�#�pÍ©�C�F�h� ���#���Y�h���������4�#����� � �gÑ©�h� � ���g�g�#�����¤¼p���gá��#�����g���g�����Ý�h�
�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
���c� � ���)� � � � ��� �C�����ð�4�#�D�����#�g����Í§�×�|�FÓ4���P���\�È�h� ` �#Ññ�F¼4�g���gâ7�C�����#�:��� ��� �F�hÑ��g�gâÕ�h� � �h�� � Ó4�g�����h�:¼4� Ì �#�����#��Ô8�g���h�Ð���g�����h�4�Ý���|�h���g�D�#�g� � � � ��� � �g�g�:¼?�/���Y�g���#�#�g�:���¯�?�ò���

k
�h� �

���#�&�?�#�ÝÔ6�g�C�h�ò�g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼4�g���P���
t
�*ûp�&���gá��#�����Û���|�_�

t ≤ k − 1
�h� � ���|�_�C���#�

� � Ó4�g�����h�:¼ð���gÑ��g�\���ò�P���#Ô#���\�È�h�
t
�#Ññ�F¼ª�g�������P�g�4�����#�/�D�q���4�����#��Ô6�g�4���#�#���#�#� n �#�������#�g���
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�F�h��Ô6� � ��Ó?� � � � ���ª���P���#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�B�L� � �����ª�DÏ¤�ô���#�JÀm�/� Â � � �/� � �)� � � �L� � �������#�������#����� �
� �F�hÑ��g���4�g�#�g���_���g�P�p�#�#Ô#Ñ����yÎ4�\¼

ke

�hÑ��4�#�ôÍ����������g�g���\�PÎ4�\¼����|�h���g�
s1, . . . , s`

â��h� � ���#�
Ó4�g����î|�F�_�����4�(Îh�\¼?�

V
�h� �

V1, . . . , V`

� ���n���g�Ý���|�_��Í©�y�F�h���h�����#���C���|�_�����#�Q� � Ó4�g�����h�:¼
Î��#�RÍ��Ð���#�����g�g���\�§���|�h���g�Ð�h�K���#���g�4�����#�/��� � �#Ññ�R¼4�g���gâ����#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼4â#�h� � ���#��Ó4�g����î|�F�_�����4�
Îh�\¼?�g�(é��#�����#�ð���#�$� �g� �������)� � � �L� � ���y�ð���g�����h�4�P���Ý�g�#�g�:¼?�/��� � �#� � �g�����#�P�#�#Ô#Ñ����CÎh�\¼4�
Ì �#�g�P�������#�¸��� � ��� ¥ � � �������)� � � �L� � �V���F�h���C�#Ññ�R¼4�g�Ð�g�4���#�/���g�§�È���g�����h�4�����|�h�����4��Ó4�g�����#�
�g���#�#�g�:���¯�?�F� Ì �#���©���g�����h�4�����|�h�������Ð�#�#Ô#Ñ������#� � ���4�4�\���#�g�ÐÍ������Y�È�#���?�h�2�h�����#���g�4�����g�\���#�g���
�h�2���#���g�4���#�/���_�����4���AÏ¤�C���#�Y��� � ��� � ��¨t£�� � � �1Â �L� � ��� k ���g�����h�4�����|�h���g�§�q�4�ÐÍ��#�����C���#�g����¯�/���:���È�P�#�����h�©�h�Ð�g�4�����g�\���#�g�����h�����g�4�ÝÔ#���#� � �#�����#�C���#�×�#�#Ô#Ñ����ÝÎh�\¼ð���ô�h� � �\�D���P���g�g�g��Ó4�
���#� � �g������� �Q� �g�g�:¼?�/�����4�pën���#�ò���g�����h�4� í �h�7���#�D�g���#�#�g�:���¯�?�F�ÐÏ¤�y�4�#�Ò��� � �gÑK���#�È� � Ó4�g�����h�:¼
�����hÑ�Ñ��RÍ©� � ���×���#Ô#����� � �g�g�:¼?�/�����4�Û���gá��#�g�:�������×���#�ò�#�#�g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼ª�g���Ò�q�4�Ò�g���#�#�g�:���¯�?���
�h�2�#���Ð���#�4���g�h�fã��6�4�C���#���P�È���gá��#�g�:�Fâ/���#���#Ññ�R¼4�g���Ð�4�/���#�/�Ò�È�×�g�����_�4�����|�h�����q�4�<���#���4��Óª�\�
�g���#�#�g�:���¯�?�F�Ûû��C���F¼����|�_�����#�C� � Ó4�g�����h�:¼ ¡ ��� Â ��� � ¨B����� ��Â �Y���Ò�#�Y���Ý�hÔ#Ñ��×���&�4�/���#�/���
Óh�hÑ�� � ���g�����h�4���g�4�����g���6�4� � ���#�È���Ý�ò�g���#�#�g�:���¯�?�©���|�_�<ÍÒ�h�Ð�#�h�©���#Ô#��������� � �h�©� � �g�g�:¼?�/�����4�
���gá��#�g�:�����Û�_�òÑ��F�h�:�

k − t
�#�#�g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼4�g���g� Ì �#�������#�g������� � � �LÚÙ¡ ��� Â � � £�Øý�×���©�ï�È���

�g�4���#�/���_�����4�|�hÑ�Ñï¼ ���/�q�F�h����Ô#Ñ��C�q�4�����#�Û� � Óª�g�����h�:¼(���ô�q�4���4�Û�ô���g�����h�4�hâ§�H���h��â©�������#�yÓ?���\Í
�h�ò���#�ô� � Ó4�g�����h�:¼����|�_�P�g�4�����#�/���y�#�����

t
�#Ññ�F¼ª�g��� � ���g�P�#�h�y�g�|�hÔ#Ñ��&�#��� ��� �g�4���#�/���

� �g�g�:¼?�/�����4�#�×�4� �#�����RÍ���� n �#�Ý���#���g���#�4Ñ � ���¯�#�g���P���Ý���h� � ���ôÔ8�b���G£ ¢ �/�����Ò���#�y�#�h�#�g�:��#Ññ�F¼ª�g�����h���P�hÔ#Ñ������ð�g�4���#�/���P�ÛÓ_�hÑ�� � � �g�g�:¼?�/�����4�pÜò�#�ð�Y�_�����g�ÈÍ��|�_�Ý���#�C�g�4�����#�/��� �
t�#Ññ�F¼ª�g��� � �&ëq���g�È�_���#�¼� <Gh�� í �

ûp���#��Í �g�4�������È���#� � �g���g�����/�����4�Y�h�Õ�4�#�Ð���#���g���#�4Ñ � Ù ÷ ØÐù6â Ì Ù ÷ ØÐùY�q�4�Ð���#�4�:�F� Ì �#��Îh�\¼
�4�g�#�g���_�����4�y�h�7���#�ò�4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐùy�|�h�Ò���×Ô6�ò�¯�?���g� � � � �h�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
Û 0m,E?%01��0Z��IK��������Þ

•
÷ �#�?�h���

N = pq
â#Í��#�g���

p, q > 3
�h���ò�#�������g�gâ|�h� � ���4�×�

s > 0
�

•
÷ �#�?�h���P�Û���h� � �4���gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�

E : y2z = x3 + axz2 + bz3
�RÓª�g�

Z� NZ
â`�H���h��â

gcd(N, 6(4a3 + 27b2) = 1
�Ðü2�\�

M = |E(Fp)| · |E(Fq)|
�

•
÷ �#�?�h���D�È�6�4���ª�

Q
Í������Y�4� � ë

Q
í�Õ
M
���
E(Z� Ns+1Z)

�fü2�\�
P1 := (N : 1 : w(N))

���
E(Z� Ns+1Z)

��ë Ö �4�©���#� � �\î|�#�������4�y�h�
w(N)

���g�Ýù?�g�\�����4��P#�65È�h� � � kK5/�H� í

•
Øf����Î

M ′
���ô���_�����:�n¼

M ′ = 0 mod M
�h� �

M ′ = 1 mod N s
�kënûp�y�Y�F¼ �hÑ�Í§�F¼?�
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�h�����#���D���|�_�
gcd(M,N s) = 1.

í ÷ �4�#�:�����#�\�����#�ò�8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ

f(x) =
k−1∑

i=0

aix
i ∈ Z[x]

Ôª¼P�#���¯Î����#�����h� � �4�
ai ∈ Z

�q�4�
0 < i < k

���|�_���h���DÑñ�h���4�D�g�#�4�#�4�T/��h� �
a0 = M ′

�

Ì �#�P���g�g���\��Î4�\¼ ���|�h���C�h���#Ññ�F¼4�g�
i
���
si = f(i)

�q�4�
1 ≤ i ≤ `

�h� � ���#�C�#�#Ô#Ñ�����Î4�¯¼ ���
(N, s, (a, b), Q)

�
Ö �4�ÝÓª�g����î|�F�_�����h�"�h�����#�Q�h�\�����4�#�×�h�����#�Q�#Ññ�F¼4�g���gâÐÍ§�P�q�#�:���#�g���#�g� � ���#�P�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�&î/�/� �
�#�#Ô#Ñ����×Ó_�hÑ��#�g�g�

V ∈ E(Z� Ns+1Z)
âA���Û���|�_�

〈V 〉 = G
�h� � ���#�Y�\¼?�gÑ������4���4�#�

G
���#�4�#Ñ �

�|�FÓª��Ññ�h���4�Ò�4� � �g�gâ?�h���#�
|G| = N s

� Ö �#�:���#�g�����4���hâª�q�4�<�F�h���C�#Ññ�F¼4�g�<Í©���#�g� � �DÓ4�g����î|�F�_�����4�
Îh�\¼

Vi := (∆si)V
���
E(Z� Ns+1Z)

â7Í��#�g���
∆ = `!

��7��g�#�g�hâf�_�n���g�ò���#�YÎh�\¼p�4�g�#�g���_�����4�
�#�|�h���hâ/���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼P�g�4�#�����:���§�h�

(N, s, (a, b), Q)
�h� � ���#�D���g�\���¯��Îh�\¼P���|�h�����h�7�#Ññ�F¼4�g�

i���
si

� Ö �#�:���#�g�����4���hâ
V
�h� � �hÑ�Ñ

Vi

�F�h�&Ô6�È���g�g�ô�h���|�h�:���h�`���#�È�#�#Ô#Ñ����ÈÎh�\¼Û�h��Í©�gÑ�ÑH� Ú �/�
�#�h���Ò���|�_�f���#���#�#Ô#Ñ����§Ó_�hÑ��#�g�

V
�h� � �hÑ�Ñ

Vi

�h���Ò�4�#Ñ�¼Ý�#�g� � � �Y� �#�����#�D���#�����|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4�
�#�|�h���×ëq���g��Ô6�gÑ��RÍ í �h� � �#�h�©�����g�4���#�/�����h�Y�g�#�g�:¼?�/�����4����7��g�#�g�����#�\¼��F�h�CÔ6���4��������� � ���
���4�:���h�7���#�ò�F�h���g���h� � ���4�:���h�7���#�ò�#���h�����g�4Ñ��Ò�#���g���g�ª��� � ���Ûù?�\�\�����4��P#�i<?�
� 01#$IQ��� R-Ö�R-Ö)�LÖ ¿��h���Ý���|�_�D�q�4�D�h�ª¼&���#Ô#���\���h�

k
�6�4���ª���D���

{1, . . . , `}
���#�ÝÓh�_Ñ��#�g�ò�h�

f�_�Ð���#�g���
k
�6�4���ª���Ð�#�#��á��#�gÑ�¼ � �\���g�������#�����#���g�?�/ª��g���g�ª���

ai

�q�4�
0 < i < k

�h�
f
�h� � �#�g�#�g�

���#��Ó_�hÑ��#���h�
f
�_�Ò�_��¼��h���#�g�§�8�4�����©���

{1, . . . , `}
� Ö �#�:���#�g�����4���hâ��q�4�§�h�ª¼Y���#Ô#���\�Ò�h�

k− 1�6�4���ª�������
{1, . . . , `}

���#� � ���:������Ô#�/�����4�#���h�`���#�ÈÓh�hÑ��#�g���h�
f
�_�����#�g���Ý�8�4���������h�����#�#���q�h���

�h� � �Ý�/���|�hÑ�Ñï¼C��� � �\�6�g� � �g�ª�F�

Ì �#�§�g�#�g�:¼?�/�����4���#�|�h���§�h�|�4�#�Õ���#���g���#�4Ñ � �����#�g���§���g�Y�h���#�2���#�©���h���©�h�A���È���#�©�4�g�#�g���hÑ������ �
Ù ÷ ØÐù6�
DF���G��,�&-��������Þ
Ì ���g�#�g�:¼?�/�<�����g�����h�4�

m ∈ Z� NsZ
âh���#�?�4���§�����h� � �4�*���ª���g�4�g�

1 ≤ r < N s
�h� � �g�4���#�/���

���#�ò�g���#�#�g�:���¯�?���h�
C = rQ+mP1 ∈ E(Z� Ns+1Z)

�
Ì �#� � �g�g�:¼?�/�����4�(�#�|�h���P��� � ��Ó?� � � � ���ª���Û�.Í©�ô�:���g�#�g� Ö �����:�t��� � ��� ¥ � � �������)� � � âf��� Í��#�����
�F�h���ô�#Ññ�F¼4�g���g�4���#�/���g�D�#�������|�h�����h�f���#� � �g�g�:¼?�/�����4�ð�#�����#�P�#�������|�h�����h�f���#�����g�g���\�òÎh�\¼4�

CEÈ ù
s, ai ∈ Z, f(0) = M ′

æ�ð�ô
|M ′| := K

ñ õ�ëòðËî ñ%ûòæ�ðÖ�Gë�ä)õ�ø�ê�ð�ñ õ�æ�ñ
ai

ê�î ñ õ
|ai| = log `!+K+k+σ

éê�õ�ëòí ë
σ
ô�ëòð�ø�ñ ëóägñ õ�ë�ä)ëóûãå�í î ñ�è¼ÿ�æ�íÊæ�÷ïëãñ ëòíóé�æ�í ëqä)å�î ñÊæ���ç ë/ü
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Ì �#�g� � �#�����#�p��� � ��� � ��¨t£�� � � �1Â ���#� � ��åK�g���g�ª�©���|�h���g�©�h�����#� � �g�g�:¼?�/�����4�P�h�����g�4�ÝÔ#���#� � ���
�4Ô/���h���C���#�D���g�����h�4�h�
d�'-IQ��0]�-01�G��,�&-��������Þ
ì ��Ó4�g�(���#�y�g���#�#�g�:���¯�?�

C
âÐ�#Ññ�F¼ª�g�

i
�g�4���#�/���g�Y�h� � �#�#Ô#Ñ������#�g�

Ci := (∆si)C
���4�4�\���#�g�

Í������P���#���h���?�g�4Ñ6���#�YÍ��#���¯�C�#����Ó4�g�©���|�_�
logC(Ci) = logV (Vi)

�h� � ���|�_� � �?�g�§�#�h�§���\Ó4�F�hÑ
�h�ª¼Y� �#� �������4�|�hÑ#���/�q�4���Y�������4��� Ì �#���Ð�g�4�ªÓ?���#�g�g�Ð���#���h���#�g�©�#Ññ�F¼4�g���©�h�<Í§�gÑ�Ñ6�h�©�h�ª¼×�¯�?���g���|�hÑ
�4Ô#���g�:Ó4�g�È���|�_�È�#Ññ�R¼4�g�

i
�|�h�ò��� � �g� � �Ý�#Ñ������#Ñ���� � Ôª¼ô�#���ò���g�g���\�Ý���|�h���

si

�YÏ¤� ù?�g�\�����4�AP#�i<
� �#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�ð�#���h�����g�4Ñ��q�4�C���#���C���h��Î"Í���Ñ�Ñ�Ô6�ð�#���g���g����� � Í��#����� ���PÔ|�h��� � �4�'���#�
�g�4�����g���6�4� � ���#�×�4�#�ò���A� kG:��H�
Ö �4���h�ª¼P���#Ô#���\�

S
�h�
k
�6�4���ª���Ò���

{1, . . . , `}
�h� � �q�4�

i ∈ S
Í§� � �\î|�#�

λS
0,i = ∆

∏

i′∈ S\{i}

−i′

i− i′
∈ Z.

Ì �#�g���ÝÓ_�hÑ��#�g���h��� � �����g�\��Ñ�¼ � �g����Ó4� � �q���4��üÕ�h�4���h�#�4�h� �����ª���g���6�4Ññ�_�����4�y�q�4���Ý�#Ññ�/��ù?���#�g�È���#�
� �g�#�4�����|�_���4� � ��Ó?� � �g�

i!(` − i)!
Í��#����� ���ô���#��� � ��Ó?� � �g�

`! = ∆
���#�g���YÓ_�hÑ��#�g�Ý�h�����������¯Ü

�4�g���g� Ö �#�:���#�g�����4���hâ4���#�\¼��F�h�YÔ8���g�h���#�/��� � �/ª��g���g�ª��Ñ�¼4� Ö ���4�ßüÕ�h�4���h�#�4�h� �<���ª���g���6�4Ññ�_�����4�
�q�4���Ý�#Ññ�Ý���§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��©���|�_�

∆f(0) =
∑

i∈S

λS
0,if(i) =

∑

i∈S

λS
0,isi.

d�'-IQ��0]�G��#]w(�)���)�-?-Þ
�������#���y���|�_�×Í©�Q�|�FÓ4�y���#�Q���gá��#����� �

k
�4�×���4���P���|�h���g�

Ci

���4�4�\���#�g��Í��������ô�#�����h���h�
�g�4�����g�\���#�g���g�©ûp�È�F�h�y���#�g�Û�4Ô/���h���P���#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#� � �g�g�:¼?�/�����4�QÔ�¼P�g�4��Ô#���#���#�Ý���#�g�Qâ
�H���h��â#Í©�D���hÎh�È�×���#Ô#���\�

S
�h�
k
���|�h���g���h� � �g�4�ÝÔ#���#�����#�g�¿���

C ′ :=
∑

i∈S

λS
0,iCi = ∆

∑

i

λS
0,isiC = ∆2f(0)C = ∆2M ′C.

ù?���#�g�
ord(Q)|M ⇒ ord(Q)|M ′

�h� �
N sP1 = (0 : 1 : 0)

�h� �
M ′ = 1 mod N s

Í§�ò�|�FÓª�

C ′ = ∆2M ′rQ︸ ︷︷ ︸
O

+∆2M ′mP1 = ∆2M ′mP1 = ∆2mP1,
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Í��#�g���
m
���`���#� � �g������� � �#Ññ�h�������¯�?�F�(7��g�#�g��Í§���F�h���g�4�×�#�/���

m
�����g���_����Ó4�gÑ�¼Ý�h�<Ô8�\�q�4����ëq���g�

ù?�g�\�����4��P#� P#�65 í �h� � ���#Ñ������#Ñï¼Y���#�È���g���#Ñ���Ôª¼
(∆2)−1 mod N s.

¿��h���ò���|�_��Í©�È�F�h�&�hÑ�Í§�F¼?�
�h�����#���D���|�_�

p, q � `
�

ù?���#�g�×���#���g�#�g�:¼?�/�����4� �#�����g� � �#���Y���g�Y�h���#�ò�#�#�¯�|�h�#�4� � ���È�F�_� �F�h����Ñ�¼ðÔ6�����g�g�p���|�_�È���#���
���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4���|�h�`���#�����h���Ò�#�4�×�4���4���#�#���©�#���4�6�g�:�����g�<�h�f���#�Ò�4�����4���|�_Ñ/�gÑ�Ñ����/�����§�g�#�:Ó4�
ØA�h��Ñ�Ñ����g�§�����#�g���h�
���§�hÑ����F� � ¼����g�ª�����4�#� � âª���#���#�����h�2�h�Õ�g�4�����g�\���#�g���Ò�_�

logC(Ci) = logV (Vi)
�g�|�hÔ#Ñ��g�©�\Óª�g�:¼

�#Ññ�F¼ª�g�Ý�h� � �4Ô#���g�:Ó4�g���h�§���#�C�����#�g���Y���ÛÓ4�g�����n¼����#�Y�g�4�����g�\��Ô8�g�|�RÓ?���4�#���h�Ò�#Ññ�R¼4�g�
i
�h� �

�#�g�#�g����� � ����á��|�hÑ����n¼Ý�#���!���6���#���#�����h� � �?�\�Ð�#�h�Ð���#�g�g�g� � � Ì �#���#���?�h�6Í���Ñ�Ñ#Ô6� � �g���g����Ô6� � ���
ù?�g�\�����4�_P#�i<?�AÏó�`�#���g�<���g�:¼?�/���4�4���h�#�#���©�|�h���Ý�q�#�#�\�����4�È�����Y�hÎ4�©���A�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Óª�h� Ì �#�g���¯Ü
�q�4���Ò�4�#�<�#�����h�K�h�K���g�g�#�����.¼ÝÍ���Ñ�Ñ/Ô6���4��Ó4�g�×�������#�����h� � �4�)�4���h�gÑ��§��� � �gÑH� Ì �#���<���F�h�#�f���|�_�
�g�:¼?�/���4�4���h�#�#���ò�|�h���y�q�#�#�\�����4�#���h���ò���g�#Ññ�h�g� � Ôª¼y�×���h� � �4� �4���h�gÑ��h� Ì �#�������h� � �4� �4���h�gÑ��
��� � �gÑfÍ§�h�Ý���/�q�4���Y�hÑ�Ñ�¼ð���ª����� � �#�g� � Ô�¼ Ö �ñ�_���h� � ù?�|�h�����t� PQ5��§�h� � Ññ�_���g�ò�q�4���Y�hÑ�� É � � ���
Ú �gÑ�Ññ�h�����h� � ö��4�ª�FÍ§�R¼ � h��H� Ì �#�g���F�_�n���g�ò����Í§�h�È� � �h�/��� � ���ô�Y�_��¼&�|�h�8�g���g��Ïó�ÐÍ§�ÝÍ§�4�#Ñ �
� �Ý���#���#���?�h�q�§�h�Õ�g�4�����g�\���#�g�����������g���h�\����Ó4�gÑ�¼����#�:���F� � â?Í©�D�g�4�#Ñ � �4�����Ð���#�����h� � �4���4���h�gÑ��h�
ûp���#�RÍ!�#���RÓ4�Ý���|�_�ò�h�����#�����#�C���#�Ý�|�h� � �#�g���ò�h�<���#�Ý�4�g�#�g���hÑ������ � �gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�×Ø`�h��Ñ�Ñ����g�
�h�����#���/�����4�(���#���Ý���#���g���#�4Ñ ��� �g�g�:¼?�/�����4�(Óª�g�������4�"�h�����#�QÙ ÷ ØÐù"�����h�×���g�g�#���&�h���ô�g�g�?Ü
�����hÑ������ � �����#�g����ÍÒ�����Y�4�#�������#�:��� � �#Ññ�F¼4�g�<Í��#�Ý�6�g�:�q�4�����<���#� � �g�g�:¼?�/�����4��â/�H���h��â?�h�©���g�g�#���
�h�f���#���4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐù6� Ì �#���<�#���?�h�6Í���Ñ�Ñ#Ô6� � �4�#�����Y�D�:���_�������g�4�����#�/�����4�×��� � �gÑ/Í��#�g���
�h�ô� � Óª�\�����h�:¼&�g�4�����#�/���D�#�&���

k − 1
�#Ññ�F¼4�g�����q���4�����#�ÝÔ6�g�4���#�#���#�#��ûp���#���×�C�:���h� � �h� �

���g���#�#��á��#�����ò��� � �#�g�����#�����g�g�#�����.¼��h�K�4�#�f���#���g���#�4Ñ � Óª�g�������4�×���D���#�����g�g�#�����¤¼×�h�K�����f�����#�4Ñ��¯Ü
� �g�g�:¼?�/�����4�?Ü¤���g�:Ó4�g�Ý�g�4�#�ª���g���|�h�:�FâA�H���h��âÕ���#���4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐù6�Õûp�Y�¯�/�#��Ô#�����Q�����Ý�#Ññ�_���h�
Í��#�����P�|�h�§�#���h�g�g�g���§�����h�ª¼Y���g�g���\�Ò���/�q�4���Y�_�����4��Ô#�/�§Í��#�����P�|�h�§�h�P�4���h�\Ñ����h�g�g�g���§�������#�
�����#�4Ñ��¯Ü � �g�g�:¼?�/�����4�?Ü¤���g�:Ó4�g�ò���F�hÑ������_�����h�ð�h�©���#�×�#� � �g��Ñ�¼?���#�y�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F��ëq���g���h���#� � <Gh�� í �
Ïó�7���#�È� � Ó4�g�����h�:¼y���§�#�h���hÔ#Ñ������ � ���:�����#�4�#�����Y���#�DÓ?���\Íj�h�`�h�y�¯�/�g�g�/�����4�Q�h�7���#�����#���g���#�4Ñ �
�#���h���?�g�4Ñ7�h� � ���������#Ññ�_��� � �¯�/�g�g�/�����4�Û���|�_���#���g���h���4���h�gÑ��D���#�È�����#�4Ñ��¯Ü � �g�g�:¼?�/�����4�?Ü¤���g�:Ó4�g�
���F�hÑ������_�����h��â/�4�#�§���#���g���#�4Ñ � �����#�g���È�����h�����g�g�#�����h�Ò���#�D�4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐù6�
T+'-0Z�%��01# R-Ö�R-Öý �Ö � ��� ¢ ¨B�c�C�L�F� ����¥ ��¨���� �Z� Øý�c¨B� ¥ �/Ø ����¥t� �/� � �)� �¸�Z¥ ���/��� � ���_�C� � � � ��� Ú
� ¢ ���C� ¢ �$�§� k − 1

��Ø � �m�/��� ¡ ����¨��C�L�¦£�� Â � �L� � �1Â MY× ¢ �����L�/��¨B�����,� � ��� ¢ ¨B�Y�C�L�F� � � ¥�� �����¦� ¡
�C�L� Â � � �/� � ØÙ�ý��� ¥ �/ØCØÙ� ���)� �_�/¢ ����� R � �CØCØÙ� �/� � ��� ¢ ¨\���)� � � M
G �L� � �C�L� � £��*���ú� � �L�/¨B�\�ý� � ������� � ���q� M � M � Â ����� �^��� � � � �L�L�/���§�ONG���q�C�L� ¥ � � �������)� � � �������§� � ��Ø
� ¢ �Ù� ¢ �C�+�C�L� � ������� � ����Ø � � � �§�ONG���ì�ON � �§����Áq�C�C� � � Â ØÙ� Â �)£�Øý�¤�����G£ � £��CØÙ�C�)� M
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Ø ����� � ��� ��� �Z� Øý�_�C� � �\� � �BÂ ����� � � � �L�L�/���§�ONG�ï���/� ¢ � � �¦�C�L� � ���������§�L� ��¥ � �1Â ��Ø � � � �§�ONG���ì�C�L�
�m¥ ���/��� � ���ªË ����� �/ÁÝ� ¡ �C�L� ¥ � � �������)� � � �������§� � ��Ø ����� £��Y�xÙ � � � � �)ØÙ�¸�/�C¨ ¢ Ø � �§� ¥ Áq�C�C� � �/� � �)�ý� Ú
�)� ��� ØCØÙ�t� ��¥ �ý�/�)� �1Â�¢ �ý��� � £�Øý� ¥ �ý�/�)���)£ ¢ �)� � � MYÚ � �g� �Y�C�L� � £/�*���¸�C�1�������L��Ø ¥ � � �L�/¨B�F�ý� � �F��� �/¢ ���
� �Y�C�L� Â � � �/� � ØÙ�ý�V� ¥XÛ � R�Ü �����G£ ¢ �/� ����¥t� � �LÚÙ¡ ��� Â � � £�Øý� M
Ì �#�È�#�����h�7�q�4Ñ�Ñ��RÍ��©Óª�g�:¼P�gÑ��4���gÑ�¼C���#�ò�\�4�����\���8�4� � ���#���#���?�h�q�Ò���A� <�k��7�h� � � kG:��H�
R ����� ¡ M Ïó�fÍ§�Ý�h�����#�������|�_���h�ð� � Ó4�g�����h�:¼&�F�h�&�4�#Ñ�¼y�g�4�ª������Ô#�/�������#�g�4�����g�\��Ó_�hÑ��#�g���q�4�����#�
Ci

� �AÍ��������#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ��Ð�#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼4âh�g�4�����g�\���#�g���<�h�|���#�Ò�����#�g���§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��A������� � ���_���gÑï¼4� Ì �#���gâ
���Q���#����âK�����g�#���#��� � Ôª¼Q���#�����6�g�g�ñ�hÑA���4�#� � �#�g���D�h�f���#���#���h���?�g�4ÑÕ�q�4�����#�Ý�gá��|�hÑ����¤¼Q�h� � ���.Ü
�g���\���ÐÑ��4�ª�h�������#�×�2�4��Ó4�g�ò�q�4�Õ�F�h���

Ci

â�Í��#���¯�òÍ���Ñ�Ñ4Ô6�Ð���ª����� � �#�g� � �h� � �#����Ó4�g�����Ýù?�#Ô#���g�\�����4�
P#�i<?� 4 �
�������#���Q�h�"�4���h�gÑ��C�����4��Ó4�g�(���|�_�×�4�"�ð�4��Óª�\�"�g���#�#�g�:���¯�?�Y�h�����#�#�/�×���\���#���#�×���#�y�g�4�����¯Ü
���6�4� � ���#���#Ññ�h���ª���¯�?�F� Ì �×�����Ý�#Ññ�_�������#�ò� � Ó4�g�����h�:¼6� ��Ó?���\Ík�h�Õ���#� � �g�g�:¼?�/�����4�y�#���h���?�g�4Ñ6Í§�
�:���h�:���q���4�¿���#���#�#Ô#Ñ����òÎh�\¼

(N, s, (a, b), Q)
�Òü2�\�

i1, . . . , ik−1 ∈ {1, . . . , `}
Ô6�ò���#�����\���h�

���#���g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼4�g���g��ûp���F�h�ô�#�RÍ)�����Ý�#Ññ�_���È���#�×� � Ó4�g�����h�:¼6� �òÓ?���\Í!Ôª¼ð���#�?�4�����#�C���#�
���|�h���g�

si1 , . . . , sik−1

�h�©���#�×�g�4�����#�/��� � �#Ññ�R¼4�g���È�h�ò���h� � �4���������g�4�g���g��ûp�×�|�FÓ4�Y�hÑ����F� � ¼
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â|�h�

Vj =
∑

i∈S

λS
j,i · (f(i)V ).

û �#�g�È���g�g�g��Ó?���#���Ò�g���#�#�g�:���¯�?�7�6�4���ª�
C
�h�2���#�#�/�FâRÍ§�Ð�h��Î����#�f�4���h�gÑ��`�q�4�����#�f�g�4�����g���6�4� � ���#�

�#Ññ�h���ª���¯�?�
m
� Ì �#���Ò�4��Óª�\���#�Ò���#�ò�6�4������Ô#��Ñ��ï�.¼����×�g�4���#�/�������#�ò�6�4���ª���

f(0)C = M ′C = mP1

Í��#�����P���F�h�#�©���|�_�§Í©�D�F�h�P���ª���g���6�4Ññ�_�����h� � �g�4���#�/�������#���g�4��������Ô#�/�����4�#�
Ci = ∆siC

�q�4�
���#�×�#�#�g�4�����#�/��� � �#Ññ�R¼4�g���ò���ð���#�����h���ÝÍÒ�F¼��h�È�hÔ8��Ó4�h� Ì �#���È�h���4�#���g�ª�È���#�RÍ��òÍ��ª¼ðÍ§�
� �\î|�#� � ���#�ò���|�h���g�

Ci

���×Ô6�
∆siC

���#�:���F� � �h�.â|���F¼4â
siC

�
n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼Y���#�ò�����4Ô/���h���#� � Óh�hÑ��#�g���h���D�g�4�����g�\��Ñ�¼ � ���:������Ô#�/��� � �

���[���E� ÝµÞX¨ªß�àÁá�â6ã*äA¦�¨¾ Yå�æ§¦�¨`çè¢FéTå�¢Ößêá

Ï¤�b� N 5��2é��h�×�ªõh� � �h� � àh�#����Î��#���4�8�4��� � ��Ñ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#Ñ���Ó_�h���ñ�h���©�h�Õ���#�g���©�4�g�#�g���hÑ������_�����4�
�h��ØA�h��Ñ�Ñ����g�g� �`�g�#�g�:¼?�/�����4�������#�g���h�fÏ¤�Y�D��������Ñ��_�AÍ§�F¼ÝÍ§�����#�RÍ��������#���f���#Ô#���g�\�����4���#��Í����<���
�6�4������Ô#Ñ��f����� � ¾:�#�:�A���#�ÐÔ#Ñ����¯Î�Ñ��g�#�h���È�h�|�4�#�2���#���g���#�4Ñ � �����#�g���hâ4�H���h��â�Í©�©�#���4�6�4���©�ÒÓh�h���ñ�h�ª�
�h�<�h�#� Ì Ù ÷ ØÐùÛ���|�_���F�_�ð�/ª��g���g�ª��Ñ�¼Q�|�h� � Ñ������\�����h�h�g�

m
�h�Ð�h��Ô#�������h�:¼yÑ��g�#�h���

m < N s′

Í��#�g���
s′ ≤ s

âªÍ��#�g���F�h�©���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼C�h� � ���#�����g�g���\�§Î4�\¼����|�h���g�§���g�Y�h�����h��î/�/� � ��� É �g�g�



�Q"���%»º Q®��,�O�¯ ' °½¼¾��®O�ó³�¯�¬^¯�\¤x��§y ' ' ³¿�()³C²��ï±�®�À��&ZÁ+�³ ' ' ³���®Y�L²E��,
.� OGO

çQ�4���Y�#���g�g�����gÑ�¼4âA���È���È�6�4������Ô#Ñ��×��� � �g�g� � �Y�4� �yÓh�hÑ��#�×�q�4�
s′ ≤ s

âA���Q���|�_�È���#�Y���g�����h�4�
���|�h�g�

M
Í���Ñ�Ñ`Ô8�

Z� Ns
′

Z
Í��������g�4�����g���8�4� � ���#�Û�\���#�#�g�:���¯�?�����|�h�g�

C = E(Z� Ns
′
+1Z)

�_�
�h�ª¼��6�4���ª�©�_�n���g�<���#��Îh�\¼?�§�|�FÓ4��Ô6�g�g�C�4�g�#�g���_��� � �<Ù`Óª�\�C���#�����g� � �g�©�F�h� � �\�g� � ���4�����#�úÈ#¼
�4�C�òÓh�hÑ��#���q�h�

s′
Í��#�g�P�g�#�g�:¼?�/�����#�Ý�È���g�����h�4�h�Ðù?�#���P�ÈÑ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#Ñ����:¼?�:���g�ßÍ©�4��Î��§�h�

�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
Ì �#��Îh�\¼&�4�\�#�g���_�����4�&�F�h�ðÔ6� � �4�#�Ý���Q���#�Ý���h����Í§�F¼&�h�D�hÔ6�RÓ4��Í��#�g���

s
���#�4�#Ñ � Ô8�Ý�¯�#�_Ü

���g�'Ññ�h���4�Q�g�#�4�#�4��� ü2�\�
s′ ≤ s

�×¿��h���Q���|�_�����#�&�4� � �g�
M

���Y��� � �g�6�\� � �g���P�h�
s
�h� �

���|�_���q�4���Q�6�4���ª�
Q
Í������p�4� �

(Q)|M
���
E(Z� Ns+1Z)

�ï�Ý�hÑ����Û�#�4Ñ � �ò���|�_�Ý�4� �
(Q)|M

���
E(Z� Ns

′
+1Z)

� Ö �#�:���#�g�����4���hâ2�q�4�
P1 = (N : 1 : w(N)) ∈ E(Z� Ns

′
+1Z)

�ï�È�#�4Ñ � �ò���|�_�
N s′P1 = (0 : 1 : 0)

ëq���g� ù?�g�\�����4� P#�65 í âD�h� � �q�4�
M ′ = 1 mod N s

���Q�hÑ����(�#�4Ñ � �P���|�_�
M ′ = 1 mod N s′

�
DF���G��,�&-��������Þ
Ì �È�g�#�g�:¼?�/�§�ò���g�����h�4�

m
���g�#���g���g�ª��� � �h�Ð�ò�#�4�?Ü¤�#�g�ª�_����Ó4�Ò�������g�4�g�gâª���#�?�4���

s′ ≤ s
���È���|�_�

m < N s′
â`���#�?�4���C�Q���h� � �4� ���ª���g�4�g�

1 ≤ r < N s′
�h� � �g�4���#�/���

C = rQ + mP1

���
E(Z� Ns

′
+1Z)

�f��Ñ��4�#��Í������P���#�ò�g���#�#�g�:���¯�?�����#�DÓh�hÑ��#�D�h�
s′
���§�����h�#����������� � �

ù?�|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4���h� � ���|�h���×�g�4�ÝÔ#���#���#�YÍ©�4��Î&�¯�#�h�\��Ñ�¼&���#�����h���ÝÍ§�R¼ð�h�òÔ8�\�q�4���×�#�����#�
s′
���#�:���F� � �h�

s
�

Ïó�ò�����×� � �ñ�_���gÑï¼y�q�4Ñ�Ñ��RÍ������|�_�����#�×�hÔ6�RÓ4�ÝÓh�h���ñ�h�ª�D�������g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñ�¼Q���g�g�#���×���<���#���4�����4���|�hÑ
�����#�g���È���Ò���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñ�¼Y���g�g�#���h�
Ö �4�7���#�:���h�#�g�_âh���#���7�#���4�8�g�:�.¼È�h�#Ñ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#��Ñ��ï�¤¼����4�4�\���#�g�ÕÍ������È���#�©�#�4���4���4���#�#���<�#���4�?Ü
�g�:�¤¼p�h�§���#�Y�����#�g���C���È�#���\�q�#Ñ<�q�4�È�gÑ��g�\�����4�p�����#�g���g���h�ÈÍ§�\Ñ�Ñ©�h�È���ÛÔ#�#��Ñ � ���ï��Ü¤�#�\���Cëq���g�
ù?�g�\�����4� 4 � 4 í �ÛçQ�ï��Ü¤�#�\���Ý�h���Y�#���h�����g�4Ñ��òÍ��#����� �#����Ó?� � �Y�h�#�4�ª¼?�����.¼&�q�4�����g� � �g���ÝÔª¼p�g�4ÑïÜ
Ñ��g�\�����#�D�\�#�g�:¼?�/��� � ���g�����h�4�g�f�q���4����\Ó4�g���hÑ|�#���\���g� Ì �#�g�Y�D�g�4Ñ�Ñ��g�\�����4�Ý�h�6���g�:Óª�g���<�#���?�g�g�����g�
���#�g���hâ����Y���|�_�D�_�����#���g� � ���#���#Ññ�h���ª���¯�?�����g�����h�4�g�D�h�����4�/���#�/�����Û���h� � �4��Ñ�¼y�6�g���Ý�/��� �
�4� � �g���h� � ���g�ª���������#�D�������g� � � � ���g�g�g��Ó4�g���F�Ë7��g�#�g�hâ8���Ò���Ò�#�h���6�4������Ô#Ñ������������h�g�òÔ|�h��ÎY���#�
���g�����h�4�g�f�q���4����#�Ò���g�g�g��Ó4�g�f���D���#�Ò�g�4�����g���6�4� � ���#�ò���g� � �g�g� Ì �#��Ñ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#��Ñ��ï�¤¼È�h�6���#�
�#� � �g��Ñ�¼?���#�P�g�#�g�:¼?�/�����4�ð�����#�g�����g�#���#���g�D���|�_�����#�����ï��Ü¤�#�\�������hÔ#Ñ������P�|�h� � Ñ������g�����h�4�g�
�h�2�h��Ô#�������h�:¼���� É �hâ?�H���h��â��hÑ����#�4�#�4���hÑ�Ñ#���g�����h�4�g�Ð���#Ô#��������� � �����ò�����#�4Ñ��Ò���#���h�6���#�����ï��Ü¤�#�\�
�Ý�#�:���|�FÓª�ò���#�ò���h���òÑ��g�#�h���y���Q�4� � �g�Ò���×�#����Ó?� � �È�h�#�4�ª¼?�����¤¼4â/���#�����g�4�����4�yÑ��g�#�h���y�F�h�
Ô6�C�¯�#�4���g� �q���g�gÑ�¼��q�4���F�h�¯� ���#�(�h�Ò���#�P���ï��Ü¤�#�\�FâAÍ������#�4�/�Ý�|�RÓ?���#�Û���ð���|�h�#�4�y�h�ª¼p�#�#Ô?Ü
Ñ����Ý���/�q�4���Y�_�����4��� Ì �#���ò���D�g���6�g�g�ñ�_Ñ�Ñ�¼&�#���\�q�#Ñf�q�4�D�#���RÓ?� � ���#�y�h�#�4�ª¼?�����.¼4â2�h���#�Ý�q�4�D�g�Y�h��Ñ��g�



�Q"¿ëa% ±�ìK³ ' ³�+�®��.Zq®�¯1§¯1²�¯ ' � O h

ù?�g�8� Nm4 �Õ�q�4� � �\���h��Ñ����h�f���ï��Ü¤�#�\�����h� � �q�#�:���#�g���h�#�#Ñ����F�_�����4�#���h�`Ñ��g�#�h���?ÜÊÈ|�¯�/��Ô#Ñ��D���#���g���#�4Ñ �
�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�������×�gÑ��g�\�����4�#����Ó4�h�����#�#�

�.1Ií ½Ó½Aî · Ä ·�¶ 7�8:_r7AÂòËÕÂY¾©ÂÈÄ�»

���7���g�ª�����4�#� � �hÔ8��Ó4�<Í©�Ð�#�g� � �h�A�����#Ô#���4�/�����#�<���ò���#�<���|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4���#�|�h���©���#���h���?�g�4Ñ
�q�4�����#�Ý�gá��|�hÑ����.¼Q�h� � �����g���\����Ñ��4�ª�h���ï���#�×�gâK�H���h��â2�C�#���?�h�f���|�_�D�4��Ó4�g�ðÓ_�hÑ��#�g�

C, C̃, V, Ṽ
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�<ù?�#�¯�y�

�#���h���?�g�4ÑKÍ���Ñ�ÑKÔ6�ò�#���g���g�ª��� � ���Ûù?�#Ô#���g�\�����h� P#�i<?� 4 �
Ï¤�8� 4 <�� ÷ ���h���g�Õ�\�`�hÑH�Õ���ª����� � �#�g� � ���#�\Í(�h�#�#���ª�h�¯�ò�������#Ñ������|�h�:�¤¼��g�4���#�/���_�����4�òÔ|�h��� � �4�
�#�4���4���4���#�#���f���#���g���#�4Ñ � �g�:¼?�/���4�:¼?�:���F���g� Ì �#�©� � �g���h�/���#���7�h�#�#Ñ����F�_�����h�ò�h�|�#�4���4���4���#�#���
�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g����Í���Ñ�ÑÐÔ6� � �g���g����Ô8� � ���(ù?�g�\�����4� P#� O � Ú �g��� � �g�Ý���#�P�#���|�hÑ§�#���4�6�g�:�����g�Ý�h���
���#���g���#�4Ñ � �#�4���4���4���#�#���Ý�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� ���4���×�h�?�/��Ñ��ñ�h�.¼Û�#���h���?�g�4Ñ��D�h�����#�g� � � � �q�4�����#���
�h�#�#���ª�h�����©çQ�4���ò�#���g�g�����gÑ�¼4â#Í©�ò�#�g� �

•
���#���h���?�g�4ÑK�q�4�Ò���#�g�¯Î����#�����A��Ó_�hÑ��#�ò�����ÝÓ_�hÑ�� � �g���#�#�g�:���¯�?�Fâ

•
�&�#���h���?�g�4ÑÐ�q�4���#����Ó?���#�Û���#�P�g�4�����g�\���#�g���×�h�����#�P�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�p�h���h� �g�#�g�:¼?�/��� �
Óh�hÑ��#�òÔª¼y�×�g�4�#�:���h�ª�Fâ

•
���#���h���?�g�4ÑK�q�4�Ò�#���RÓ?���#�����#�òÎ��#��Í�Ñ�� � �4�È�h�`���#Ññ�h���ª���¯�?�F�

Ö �4�`���#���h�#�#Ñ����F�_�����4���h�K�4�#�f���#���g���#�4Ñ � �#�4���4���4���#�#���§�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�����ò�gÑ��g�\�����4�#���§Ó4�h�����#�
Í��#�����DÍ���Ñ�ÑhÔ6� � �g���g����Ô6� � ����ù?�g�¯�����4�¸P#�ihÒ�h�#�h���#�g�2�h�?�/��Ñ��ñ�h�:¼��#���h���?�g�4Ñh���2�#�g� � � � �7�Ò�#���h���?�g�4Ñ
�q�4�2�#���RÓ?���#�§���|�_�7�h�ò�g�#�g�:¼?�/�����4�È�g�4�ª���h���#�2�4�#�f�4�/�Õ�h�?�¤Í©���4��Óª�g��Óh�hÑ��#�g�gâ�Í������#�4�/�2���\Ó4�F�hÑ����#�
Í��#�����'�4�#�Û���C���g�jÏ¤�����#�������g�\�����4��Í©�ð�h���Û�4�4���#����� � �\Ó4�gÑ��4�����#�g���ð�#���h�����g�4Ñ����q�4�Y�4�#�
�#�4���4���4���#�#�������#���g���#�4Ñ � �g�:¼?�/���4�:¼?�:���g� ���(�h�(�h�|�hÑ��4�4�4�#�Ý�Y�h�#�#�g���h������ÍÒ�h� � �4�#�C�q�4�
���#�È�4�g�#�g���hÑ������ � ØA�h��Ñ�Ñ����g�Ò�����#�g�������$� N 5hâ 4 <?âg<�k?â NGN �H� Ì �#�����8�g�g�ñ�hÑ2�.¼?�8���h�f�#���h�����g�4Ñ��ÒÍ§�
�#�g� � �h���Ð�F�hÑ�Ñ�� �

Σ
Ü.Øf���h���?�g�4Ñ��g� Ì �#�\¼ÈÍ���Ñ�Ñ�Ô8�©���#�4�:��Ñ�¼ � �\î|�#� � ���ò���#�©�n�4Ñ�Ñ��RÍ����#�����#Ô#���g�\�����4���

���ðï6�E�
Σ

ã*ñèéTòÁá�ò6ó¾òÖ¦�©

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ����h���ò�.Í©�_Ü¤�|�h�:�¤¼ É �g���_Ü¤Î��#��Í�Ñ�� � �4���#���h�����g�4Ñ����h�f�Y�|�_�������\�#Ññ�h�Ò�q�4���Q�Òü2�\� R Ô6�
�����gÑñ�_�����4�y�g�4�#�����:�����#���h�`�|�h�����

(x,w)
â8Í��#�g���ÈÍ©�È���#���#ÎC�h�

x
Ô6�g���#�C�×�#�#Ô#Ñ����ò���#�:���h�#�g�È�h�
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���4���<�g�4���#�/���_�����4�|�hÑh�#���4Ô#Ñ��g�Qâ��h� �
w
Ô6�g���#���FÁq�C� � �����ªâ��H���h��â_�����4Ñ��/�����4�����Ò���|�_�7���#�:���h�#�g�h�

ûp�òÍ���Ñ�Ñ2Ô6�È�g�4�#�g�g���#� � Í������Q�#���h���?�g�4Ñ����h�`���#�ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#���q�4���Q� Ì �#�����#���h���?�g�4Ñ2�4�\���
x
�h�

�Û�g�4�����4�p���#�#�/�È�q�4�È���#�Y�#����Ó4�g�
P
�h� � ���#�YÓ4�g����î|�g�

V
âf�h� � ���#�Y�#����Ó4�g��� �#� �������4�|�hÑ�Ñï¼

Î��#�RÍ�����ÍÒ�����#�g���
w
�h�����#����Ó_�_���ò���#�#�/�����#���Q���|�_�

(x,w) ∈ R
�

54�
P
���g� � �������g�����h�4�

a
���

V
�

4 �
V
���g� � �������h� � �4�

t
Ü¤Ô#���Ò���|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
���

P
�

N �
P
���g� � �������g�#Ñ�¼

z
�

P#�
V
� �g�g� � �g�Ò�����h�g�g�g�/���4�Ò���ã¾:�g�\��Ô|�h��� � �4�P���#� � �_�����#�ò�|�h�����g�g��â8�H���h��â

x, a, e, z
�

ô=õ öÃ÷TøOù&úTû$üÃý
Σþ�ÿ ø����������	�


�ù��Yõ��������O÷���ù����������������
P
�����

V
��øOù��Tø��	�����Tõ� õ����Iõ�������	�� ����	��õ!���"�Iõ��ù#�$���%�Tõ�Tù��4û

&�ù����4ù��
P ' �(������ )���+*����,�%��öÃù-�.*�ù4ø

V
õ�����Tù-/0���1�2� ù��TöÃù-��34���Tù5�Yõ����Tù����

w
û

6�7,8:94;=<1;?>�9A@CBDEBGF�BIHJ�Tø������0���	�Fõ�-����õ�K�%�)��ù$�
Σ LM�N�O�PQO.R%O�S 3?�Ãø&øOù��!���Iõ�	�

R
õ�3T�êùU���V*Ãù

���Tù53?�	���.�Yõ��TöTý

• W �Tù-�Tø����������	�Bõ�I��34�%�Tù-�����.*�ù53?�Ãø��wû

• XTO�YZM�S[\PQ[\]^[%_%_ ý:`a3 P �����
V
3?�	���.�b���Tù-�Tø����������	�c�����Tù5*�ù-øIõed ù4ø(�����I�V ��2�����4ù��+���4û

• W �Tù4øOù�ùgf�õ�����$�h���	�� ����	��õ!��� þ �Iõ��2ù��Oõ�Â÷��!�����Ãø��"�2�Tõ�%�i�	� õ���T÷+�
x
�����j� ø��������	�

�%������ ù��TöÃù
e
�Ã÷+���T÷+�������k�����4ù��+�Iõ�Töh���	�,*�ù4ø������Iõ�	�l��3(���Tù#3?�Ãø��

(a, e, z)
�Yõ����m���Tù

������ùn�Tø��	�����Tõ� õe�Q o�Tõ���IøOõ�T÷+�Iõ�	�k���U���	�,*�ù4ø������Iõ�	���U��ù\�Q�bù4ù��p���	�Tù����
P
�����

V
�	�

õ���T÷+�
x
�����q�%������ ù��TöÃù

e
û W �Tõ�-�Tø��	��ù4ø��Q õ�-�V���� ù�� _QM�[%R\rGs�S4t�O�]^[%_\PGLQu�[\Ngr vw[\Nyx1[\N�O�Lz ]^O�{IS[�|.}0[ û
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•
Ü �L� � � � Øì��� ¢1��¥�� �����ª�p� �¯�#�F�_�����#� �#���RÓª�g�P�F�h�k�h�#�:Í©�g�y�4�#Ñ�¼��h�#�ð�h�È���#�ð�6�4������Ô#Ñ��
���|�hÑ�Ñ��g�#�4�g�g�`çQ�4���Ð�#���g�g�����\Ñ�¼4â_�q���4�*�_��¼D�g�4�����4�ò���#�#�/�

x
�h� � �h�ª¼ò�|�h���2�h�#�h�g�g�g�/�����#�

�g�4�ªÓ4�g�����������4�#�
(a, e, z)

�h� �
(a, e′, z′)

Í��#�g���
e 6= e′

â�Í©���F�h�Y�/ª��g���g�ª��Ñ�¼×�g�4���#�/���
w���×���|�_�

(x,w) ∈ R
�

¿��h���È���|�_�����#���#�h�����4�Û�#�4�#�g�:�:ÜóÓ4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4���#�����h�<�g�h�ô�hÑ����YÔ8���q�4�#� � ���Q���#�
Ñ������g���_���#�������#�:���F� � �h�

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ��g�

Ïó�Ý�����F�h�:¼p���ÛÓ4�g�����n¼ô���|�_�����#�C�#���4�6�g�:�����g���h�
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ����h���Y���ªÓh�h���ñ�h�ª���#� � �g�Ý�|�h���hÑ�Ñ��gÑ

�g�4���6�4���������h��� Ö �4�Ò���4��� � �\���h��Ñ��Ò�h� � �#���4�8�g�:�����g���h�
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ��§���g�B� N :��Õ�h� � � 4 <��H�

���ðï6�c~ ñèéTòÁá�ò6ó�òÖ¦��,òFé á�â�¨r�)����¢Ö¦�åKá��]ò"�#� å�©Qó�éT¨¾á�¨rÞXòÖàÖ¢FéTåKá�â§£²©

Ö �4�C���#�ð���|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4�k�#�|�h���ðÍ§�ô�#�g� � � ���#Ô#���4�/�����#�ô�#���RÓ?���#� ���|�_�y�4��Ó4�g�'Óh�hÑ��#�g�
C, C̃, V, Ṽ

���
E(Z� Ns+1Z)

Í��#�g���
〈V 〉 = G

�h� �
|G|

���ÒÑñ�h���4�hâ#���Ò�#�4Ñ � �§���|�_�

logC(C̃) = logV (Ṽ ).

û �����D���#�¯���§�#���h���?�g�4Ñ4���#�ò�g�4�����#�©���4�4�\���#�g��Í������D���#�f�#�#Ô#Ñ������#� � ���g���#Ñ��
C̃
ën���#�<�g���#�#�g�:���¯�?�

���|�h���
Ci
í �h�Ý�(�#Ññ�F¼4�g�

Pi

â����#���h���#�g�y�#Ññ�F¼4�g��� ëT�h� � �h�ª¼'�4Ô#���g�:Óª�g� í �h���4�#�P���#���g���#�4Ñ �
� �g�g�:¼?�/�����4� ���¯�#�g����Í���Ñ�Ñ<Ô6�Y�g�4�ªÓ?���#�g� � �h�§���#�Y�g�4�����g�\���#�g�����h���#���È�g�4���#�/���_�����4��� Ì ���#�
�#�g���D���#�ò�#Ññ�F¼ª�g�

Pi

���§���#�ò�#���RÓª�g�g� Ì �#�DÓh�hÑ��#�g�
C, C̃, V, Ṽ

�h�ÒÍ©�gÑ�Ñ2�h�Ò���#�ò�#�#Ô#Ñ�����Î4�\¼y�h���
�#�#Ô#Ñ����ÝÓh�hÑ��#�g�È���ô�4�#�È�#���h�����g�4ÑH�YØfÑñ�F¼4�g�

Pi

Î��#�RÍ��Ý� �#� �������4�|�hÑ�Ñï¼
∆si =: y

Í��#�����p���D�#���
���g�g���\�����#�#�/�F�
ûp�ò�#�g� � �

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4ÑK�q�4�§���#�ò���gÑñ�_�����4�

R = {((C, C̃, V, Ṽ ), y) | C, C̃, V, Ṽ ∈ E(Z� Ns+1Z), y = logC(C̃) = logV (Ṽ )}.

Ïó��Í©�4��Î����h�§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�
aY���L�����G��W�[Ê�%�B��'-0 0����-ILW)�C��,Õ�%[\���).V�G��0m��0 W��%?%IQ���C��'�#2.
��-&(���mÞ

ke = (N, s, (a, b), Q), C, C̃, V, Ṽ ∈ (E(Z� Ns+1Z),+)
âAÍ��#�g���

〈V 〉 = G
�h� �

|G|
���ÒÑñ�h���4�

aY���C`QIK��0 �)�-&(���t[Ê�%�t��'-0 &(���1`�0Z�ZÞ
y
���#�¯�y���|�_�

y = logC(C̃) = logV (Ṽ )
�

¿��h�������|�_�D���ð�4�#���h�#�#Ñ����F�_�����4�Q���#�ÝÑ��g�#�h���ð�h�
y
Í���Ñ�Ñ7Ô8��Ô6�4�#� � � � Ôª¼

s|N ||M |
Ô#���D�����/�g�
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V ∈ E(Z� Ns+1Z).
7��g���hâ

|N |
�h� �

|M |
� �g�#�h���§���#�ÒÔ#���fÑ��\�#�h�����h�

N
�h� �

M
âª���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4�

û	� ÑH� �#� �#�`���#�g���òÔ#����Ñ��g�#�h���#���h���DÎ��#�RÍ��&�h�ÒÍ©�gÑ�ÑH�

54� Ì �#���#���RÓ4�g�
P
���#�?�4���g�ò�Y���h� � �4�Þ���#��Ô8�g�

r
�h�<Ô#����Ñ��g�#�h���

s|N ||M | + 2t
âKÍÒ�#�g���

t
���Ý�Û���g�g�4� � �h�:¼p���g�g�#�����¤¼p�|�h���h���\���g�g�^7��Y�g�4���#�/���g�

A = rC
�h� �

B = rV
���

E(Z� Ns+1Z)
�h� � ���g� � �

(A,B)
���×���#�DÓ4�g����î|�g�

V
�

4 � Ì �#�DÓª�g����î|�g�����#���4���g���×���h� � �4�
t
Ü¤Ô#�������|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
Í��#�����Q�#�ò���g� � �����×���#�ò�#���RÓ4�g�g�

N �
P
�g�4���#�/���g�Ò���#�ò���#�ÝÔ6�g�

z = r + ey
�h� � ���g� � �����§���

V
�

P#� Ì �#��Ó4�g����î|�g���h�g�g�g�/�������#���#���?�h�f���<�h� � �4�#Ñ�¼y���
zC = A + eC̃

�h� �
zV = B + eṼ���

E(Z� Ns+1Z)
�

� 01#2#$IER-Öý3�Öý �Ö Ì �#�Y�hÔ8��Ó4�×�#���h���?�g�4ÑA�q�4�����#�×�gá��|�hÑ����.¼&�h� � �����g���\���×Ñ��4�ª�h���ï���#�×�����ò�
Σ
Ü

�#���h���?�g�4ÑH�

R ����� ¡ M Ì �#���g�4���#Ñ��\���g�#�g���Ð�h�K���#���<�#���h�����g�4Ñ|�#� � �g�§�h���#�4�#�g�:�©�#���RÓª�g�Ð���f�4Ô�Ó?���4�#�g�<ù?�8�g�g�ñ�hÑ
�#�4�#�g�:�:ÜóÓ4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#��Í�Ñ�� � �h�y�#�4Ñ � ��Ô6�g�F�h�#���hâ©�q�4���ð���h� � �4� t

Ü¤Ô#�������#��Ô8�g�
e
�h� � �

���h� � �4�
s|N ||M | + 2t

Ü¤Ô#���ò���#�ÝÔ6�g�
z
Í©���|�RÓ4�×���|�_�

((zC − eC̃, zV − eṼ ), e, z)
���È�h�

�h�g�g�g�/�����#���g�4�ªÓª�g�����_�����4�ÈÍ������È���#�Ð���h���Ð�#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�.¼ � ���:������Ô#�/�����4��� Ö �4�Õ���6�g�g�ñ�hÑ����4�#� � �#�g���
Í©���h�����#���ò���|�_�

P
� ���g���#�h��Î��#�RÍ

y
�ÐÏó�7���#�È�#���RÓ4�g���F�h�Q���g� � �g�4�����g�\�����g���8�4�#���g�

z
�h� �

z′
�����¤Í§� � ��åK�g���g�ª�����|�hÑ�Ñ��g�#�4�g�

e
�h� �

e′
���|�_�����_�����:�n¼C���#�DÓ4�g����î|�g�g� ���¯�#�g��ÎCÍ��#�g���òÍò� ÑH� �#� �#�

e > e′
â|�H���h��â

zC = A+ eC̃
�_� �

zV = B + eṼ ,

z′C = A+ e′C̃
�_� �

z′V = B + e′Ṽ

���#�g�
(z − z′)C = (A+ eC̃) − (A+ e′C̃) = (e− e′)C̃

�h� �
(z − z′)V = (B + eṼ ) − (B + e′Ṽ ) = (e− e′)Ṽ ,

�h� � �#�g�#�g�
logC(C̃) = logV (Ṽ ) = (z − z′)(e− e′)−1
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���#� � �����g���\���DÑ��4�ª�h�������#�×�©���§�/ª��g���g�ª��Ñ�¼C�g�4���#�/���hÔ#Ñ��h� Ì �#���Ò�g�4�ª����� � ���\�����4�C���#��Í��Ò���|�_�§���#�
�#���RÓª�g�Ð���Ð�hÔ#Ñ��Ò���Ý�h�#�:Í©�g�§�_�Ð���4�:�Ð�4�#���¯�|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
�g�4�����g�\��Ñ�¼4� Ì �#�g���\�q�4�������#���#���4Ô|�hÔ#��Ñ����¤¼

�h�`�h�g�g�g�/���h�#�g�È�h�`� � �����#�4�#�\�����#���RÓ4�g�����
2−t

Í��#���¯�y���Ò�#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ������
t
�

Ö ���4�#���FP/� 4 �ÐØf���h�����g�4Ñ��q�4�§���#�ÈÙfá��|�hÑ����¤¼C�h�`é������g���\���Èü2�4�ª�h�������#���

ã������#�����#� Ö �ñ�_�:Ü:ù?�|�h�×���7�#�g�#�����:�����c� PQ5��/Í��#���������gá��#�����g�<���|�h���Ý�q�#�#�\�����4�����#���`�#���h�����g�4Ñ/�F�h�
Ô6���Y� � ���#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�hâ�Í��#�g���D���g�g�#�����¤¼Y�F�h�PÔ6���#���RÓ4�g�P���Y���#�����h� � �4�ß�4���h�gÑ������ � �gÑH�
ü2�\�

H
Ô6�È���|�h���y�q�#�#�\�����4��â#Í��#�4���ò�4�/���#�/�������

t
Ü¤Ô#�������ª���g�4�g�Èë

t = 128
â|���F¼ í �

54� Ì �#�Q�#����Ó4�g�
P
�¯�#���4���g�C�ô���h� � �4� ���#�ÝÔ6�g�

r
�h��Ô#����Ñ��\�#�h���

s|N ||M | + 2t
��7��

�g�4���#�/���g�
A = rC

�h� �
B = rV

���
E(Z� Ns+1Z)

â7���\���
e = H(A,B,C, C̃)

�h� �
�g�4���#�/���g�

z = r+ey
�q7�� � �\î|�#�g�Ð���#���#�����h���h�K�g�4�����g�\���#�g���©���òÔ6�

(e, z)
�h� � ���g� � �

���#���§�������#�DÓª�g����î|�g�
V
�

4 � Ì �×Ó4�g�����n¼Y���#�����#�����h�
V
���#�g�¯Î������|�_�

e = H(zC − eC̃, zV − eṼ , C, C̃)
�

Ï¤�����#���f�#�4�?Ü¤�������g���h�\����Ó4�§Óª�g�������4���h�K���#���#���h���?�g�4Ñ#Í©���F�h�Y�¯�/�gÑ�� � �
V, Ṽ

�������#�����#�#�/�f���
H�����#�g�����Û�4�#���h�#�#Ñ����F�_�����h��â|���#�\¼&�h���Èî/�/� � �h� � ���#�4���g�ðÔª¼&�Y�#�4�#�\��� � �F�hÑ��g���h��Ô6�g���#�Y���#�

Ó4�g����î|�F�_�����4��Îh�\¼?�g�<Ïó��Í©���h�����#�������#���#���RÓª�\�F� �Ð�gÑñ�h������ÈÔ6�������#�hâ?�H���h��âª���#���gá��|�hÑ����¤¼��h�K���#�
� �����g���\���ÈÑ��4�ª�h�������#�×�Ò�#�4Ñ � �����#�g�Q���#�È�g�4�����g�\���#�g�����h�`���#�����#���h���?�g�4Ñ��q�4Ñ�Ñ��RÍ��������×� � �ñ�_���\Ñ�¼4�
�������#�����#�È���#�����h� � �4�ß�4���h�gÑ������ � �gÑHâ��H���h��â?���g�#Ññ�h�g���#�

H
Ôª¼Y�È���h� � �4���q�#�#�\�����4��âªÍ§���F�h�

���#�RÍ*���4�#� � �#�g�����_� � ���6�g�g�ñ�hÑ2�#�4�#�g�:�:ÜóÓ4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�È�h���hÔ6�RÓ4�h�
Ì �#� Ö �ñ����Ü.ù?�|�h�����<�#�g�#�����:�������g�h�y�hÑ����ÝÔ6���#��� � ���Ý�Y�hÎ4���hÑ�Ñ6�h�2���#���q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�È�#���h���?�g�4Ñ��©�h�
���#���Ò���g�\�����4�Q�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Ó4�h�
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���ðï6�x� � â�¨ªó+� ò"�)� å�¤§â�¨BéQá�¨¾ bá�ß�¨ª©Q©
¿��RÍ*Í©�ÈÍ���Ñ�Ñ � �g���g����Ô6�Ý�Y�#���h�����g�4Ñ2���|�_���4��Óª�g�&�×Óh�hÑ��#�

C
�h� � ���#�È�#�#Ô#Ñ����ÈÎh�\¼

ke

���#�g��Î��
Í��#�\���#�g�

C
���ò�CÓ_�hÑ�� � �g���#�#�g�:���¯�?�F� Ö �4�����#�×�|�h���h���\���g���D�h�©�4�#�����#���g���#�4Ñ � �����#�g���×���|�_�

���F�h�#�����|�_���4��Óª�g�&���8�4�����
C
�h� � ���#���#�#Ô#Ñ����òÎ4�\¼

ke = (N, s, (a, b), Q)
���#�g��ÎyÍ��#�\���#�g�

���#�g���C�¯�/�������Ý�Q���g�����h�4�
m ∈ Z� NsZ

�h� � �Û���h� � �4� �gÑ��g���g���
0 ≤ r < N s

���#�¯� ���|�_�
C = Eke,r(m) = rQ + mP1 ∈ E(Z� Ns+1Z)

�B¿��h�������|�_�D���#�×Ó_�hÑ��#�g�
V
�h� � �hÑ�Ñ

Vi

�h���
�4�#Ñ�¼Û�#�g� � � � �q�4�����#�Ý���|�h��� � �g�g�:¼?�/�����4�ô�#�|�h�������ð�4�#�����#���g���#�4Ñ � �����#�g���h� Ì �#�\¼ð�F�h�ðÔ6�
�4��������� � �h���#�#Ô#Ñ��������#�#�/�������Q�hÑ�ÑK�4�#�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�Ý�#���h���?�g�4Ñ��g�
Ì �#�y�#���4�8�g�:�.¼

C = rQ + mP1

�����4ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼p�gá��#��Ó_�hÑ��g���Ý���
C − mP1 = rQ

â<�H���h��âf���
C −mP1

Ô8�g���#�y�h�ô�g�#�g�:¼?�/�����4�
Eke,r(0)

�h�
0
�#� � �\�D���#���#�#Ô#Ñ����ÝÎh�\¼

ke

�h� � �C���h� � �4�
���#��Ô8�g�

r
�

7��g�#�g�hâ|Í©�òÍ©�4�#Ñ � Ñ���Îh�����×�g�4�#�:�����#�\���
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4ÑK�q�4�§���#�ò���gÑñ�_�����4�

R = {((ke, C), r) | C = Eke,r(0)
Í��#�g���

ke

���§���#�ò�#�#Ô#Ñ����DÎh�\¼
}.

�	�#���h�����g�4Ñ��q�4�§���#���Ò�F�h�Q�F�h����Ñ�¼YÔ6�ò�4Ô/���h���#� � �q���4�����#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#���4�#�ò���A� <�k��H�
aY���L�����G��W�[Ê�%�J��'-01�����)�-?b@B'-0m��'-0Z�BIL�	01W�01#$01���t�).¦IL�	01���G��,�&-�������E�%[

0��-&(���mÞ
ke = (N,S, (a, b), Q), CaY���C`QIK��0 �)�-&(���t[Ê�%�t��'-0 &(���1`�0Z�ZÞ

r
Í������

0 ≤ r < N s
���×���|�_�

C = rQ = Eke,r(0)
�

54� Ì �#�ò�#����Ó4�g�
P
���#�?�4���g�

r′
Í������

0 ≤ r′ < N s
�_�����h� � �4�Q��7��ò�g�4���#�/���g�

A = r′Q = Eke,r′(0)

�h� � ���g� � �
A
���×���#��Óª�g����î|�g�

V
�

4 �
V
���|�hÑ�Ñ��g�#�4�g�

P
Í������Q�����h� � �4�

t
Ü¤Ô#���Ò�:�������#�

e
�

N �
P
�g�4���#�/���g�

z = r′ + er
�h� � ���g� � �

z
���

V
�

P#�
V
�¯�#�g��Î��©Í��#�\���#�g�

A,C ∈ E(Z� Ns+1Z)
�h� � ���|�_�

Eke,z(0) = A+ eC
��7����h�g�g�g�/���

���A�h� � �4�#Ñ�¼C���Õ���#�������§���#�ò�F�h���h�
� 01#2#$I¦R-Öý3�Öý=�Ö Ì �#�©�hÔ6�RÓ4�Ð�#���h���?�\�4Ñ4�q�4�Õ���#�g��Î����#��Í��#�\���#�g�`�h�È�gÑ��g�×�g���Õ���7�h�È�g�#�g�:¼?�/�����4�
�h�

0
�����

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4ÑH�



�Q"¿ëa% ±�ìK³ ' ³�+�®��.Zq®�¯1§¯1²�¯ ' � h N

R ����� ¡ M Ö �4�C�g�4���#Ñ��\���g�#�g���CÍ©�ð�|�FÓª�&��� ���#�RÍÞ���|�_�C���#�&Ó4�g����î|�g�P�hÑ�ÍÒ�F¼?�P�h�g�g�g�/���y���D���#�
�#���RÓª�g���h� � ���#�DÓª�g����î|�g�Ò�q�hÑ�Ñ��RÍ ���#�ò�#���h���?�g�4ÑH� Ì �#�����#�4Ñ � ���h�Ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�

A+ eC = r′Q+ eC = r′Q+ erQ = (r′ + er)Q = zQ = Eke,z(0).

Ö �4�2���6�g�\�ñ�hÑª�#�4�#�g�:�7Ó4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�fÍ©�Ð�|�FÓ4�f���������Ý�#Ññ�_���`���g�4�ªÓ4�g�����_�����4� (A, e, z)Í������(���#�y���h���y�#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼ � ���:������Ô#�/�����h��� Ì �#�g���\�q�4���y���#�Q�����Ý�#Ññ�_���h�Ý�¯�#���4���g�
z
�h� �

e���h� � �4��Ñ�¼"�������#�g���C���g���6�g�\����Ó4� � �4�Y�h���#�g�Ï7��ð���\���
A = Eke,z(0) − eC

�h� � �4�/���#�/���
(A, e, z)

â/Í��#���¯�y�����4ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼P���g�4�ªÓª�g�����_�����4�PÍ������y���#�ò���h���D�#���4Ô|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼ � ���:������Ô#�/�����4���
Ö �4�f���8�g�g�ñ�hÑ|���4�#� � �#�g���<Í©���h�����#�×�Ò���|�_�f���#�g�����h���§�.Í©�È�h�g�g�g�/�����#�È�g�h��Ó4�g�����_�����4�#�

(A, e, z)�h� �
(A, e′, z′)

Í��#�g���
e 6= e′

�h� � Íò� ÑH� �#� �#�
e > e′

��7��g�#�g�hâ|Í©�È�4Ô/���h���

Eke,z(0) = A+ eC
�h� �

Eke,z′(0) = A+ e′C.

Ì �#�g���\�q�4���
(e− e′)C = Eke,(z−z′)(0) = (z − z′)Q.

ù?���#�g�
e 6= e′

Í©�È�F�h�Q���\�
v := (z − z′)(e− e′)−1

�Ðù?�#â

C = (z − z′)(e− e′)−1Q = vQ = Eke,v(0),

�H���h��â/���#�D�#�g�g�g�����h�:¼PÓ_�hÑ��#�g�§�q�4�Ò�h�P�g�#�g�:¼?�/�����4�y�h�
0
�F�h�y��� � �g� � Ô6�D�/ª��g���g�ª��Ñ�¼C�g�4���#�/��� � �

Ï¤�&�4�#���h�#�#Ñ����F�_�����4�Q�h�`���#�����h� � ���#���q�hÑ�Ñ��RÍ����#���#���h���?�\�4Ñ���Í©���h�����#���È���|�_�����#�Ý��� � �#Ñ��#�
N = pq

�|�h�Ý�¤Í©�ð�#���������T�h�\���4���Ý�h�����4�#�4�#Ñ�¼����#�C���h���C��� É �h�A7��g�#�g�hâ<��� |N |
���È���#�PÔ#���

Ñ��g�#�h���×�h�
N
âªÍ©���F�h�×���\�

t = |N |/2
���ò�g�#���#�������|�_�f���#���#���4Ô|�hÔ#��Ñ����¤¼��h���D���#�F�_�����#�ò�#���RÓ4�g�

���×�Y�hÎ4�����#�DÓ4�g����î|�g���h�g�g�g�/�����
≤ 2−t

�

���ðï6�[� ñèéTò6ò"�Aò"�n� òFé�éT¨ªó�ák����¦Ká�å�¤§¦�å�óB¢Áá�å�òÖß

ûp���#��Í � �g���g����Ô8�ò�Ý�#���h�����g�4Ñ6�q�4�©�#����Ó?���#�����|�_�Ò�Ý�4��Ó4�g�P�g���#�#�g�:���¯�?�Ò���©���#���#��� � �#�\�Ò�h�7�h�
�g�#�g�:¼?�/��� � Ó_�hÑ��#�DÔ�¼y���#Ññ�h���ª���¯�?�F��7��g�#�g�hâ|Í©� � �\î|�#�ò���#�ò���gÑñ�_�����4�

R = {((Cm1
, Cm2

, D), (m2, r2, r3)) | Cm1
= E(m1), Cm2

= Er2
(m2), D = m2Cm1

+r3Q},
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Í��#�g���ô�hÑ�Ñ��g�#�g�:¼?�/�����4�#�y�h��� � �4�#�ð�#� � �g�Y���#�ð���h���Û�#�#Ô#Ñ����ÛÎ4�\¼
ke = (N, s, (a, b), Q)

�
ã������#�����#�È�hÑ��4�4�������#� çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��Ò���×�¯�/�#���g�������#�ò���gÑñ�_�����4�C���#���Ò���F�h�#�Ò���|�_�

D =
çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��

(m2, Cm1
),

�H���h��â
D
�����h�&�g�#�g�:¼?�/�����4�&�h�

m2m1

���!�#���h���?�g�4Ñ2�q�4�����#�������gÑñ�_�����4�Q������������Ñ��h�§�������#���4�#�
�#���4�6�4��� � ���A� 4 <����q�4�§���#�D���#���g���#�4Ñ � ØA�h��Ñ�Ñ����g�§���¯�#�\���h�
aY���L�����G��W�[Ê�%�8&����1`-�)�-?2�G�%����01���t#b��WC���C&(W)����IK�������
��-&(���mÞ

ke = (N, s, (a, b), Q)
�h� �

Cm1
, Cm2

, D
â|�������|�_�

Cm1
= r1Q+m1P1, Cm2

= r2Q+m2P1, D = m2Cm1
+ r3Q

aY���C`QIK��0 �)�-&(���t[Ê�%�t��'-0 &(���1`�0Z�ZÞ
m2

�h� �
r2, r3

54� Ì �#���#���RÓ4�g�
P
�¯�#���4���g�

m ∈ Z� NsZ
�h� �

0 ≤ v, u < N s
�_�<���h� � �4�Q�;7����g�4���#�/���g�

A = mCm1
+ vQ

�h� �
B = mP1 + uQ.

P
���g� � �

(A,B)
�������#�DÓ4�g����î|�g�

V
�

4 �
V
���g� � �������h� � �4�

t
Ü¤Ô#���Ò���|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
���

P
�

N � Ì �#�ò�#����Ó4�g�
P
�g�4���#�/���g�

w = m+ em2, y = v + er3, z = u+ er2

�h� � ���g� � �
(w, y, z)

���
V
�

P#� Ì �#�DÓª�g����î|�g�����#�g��Î������|�_�

wP1 + zQ = B + eCm2
, wCm1

+ yQ = A+ eD.

7��È�h�g�g�g�/�������A�h� � �4�#Ñ�¼C���Õ���#���Ò���§���#�D�F�h���h�
� 01#2#$IpR-Öý3�Ö�R-Ö Ì �#�©�hÔ6�RÓ4�Ð�#���h���?�g�4Ñ4�q�4�Õ�#���RÓ?���#���g�4�����g�\�A�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�ò���7�

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ

�#���RÓ?���#�òÎ��#�RÍ�Ñ�� � �4���h�
m2, r2, r3

���#�¯�×���|�_�
Cm2

= r2Q+m2P1

�h� �
D = m2Cm1

+r3Q
â

�H���h��â|�#���RÓ?���#�����|�_�
D
�g�#�g�:¼?�/���

m2m1

�
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R ����� ¡ M ù?�#��Í����#�×�g�4���#Ñ��\���g�#�g�������Ò�:�����h���4�ª���q�h��Í§�h� � �����#�g�

wP1 + zQ = (m+ em2)P1 + (u+ er2)Q = mP1 + uQ+ e(r2Q+m2P1) = B + eCm2

�h� �

wCm1
+yQ = (m+em2)Cm1

+(v+er3)Q = mCm1
+vQ+e(m2Cm1

+r3Q) = A+eD.

Ö �4�����6�g�g�ñ�hÑ��#�4�#�g�:�CÓ4�g����î|�g� É �g���_Ü¤Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�hâ��4��Ó4�g�'�h�ª¼"�¯�|�hÑ�Ñ��\�#�4� e ���g�4�����g�\��Ñ�¼ � ���.Ü������Ô#�/��� � �g�4�ªÓª�g�����_�����4�y�F�h�QÔ6�ò�����Ý�#Ññ�_��� � �h�§�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�A���#�ò�����Ý�#Ññ�_���4�©���#�?�4���g�����#��Óh�hÑ��#�g�
w, y, z

�_�ò���h� � �4�����ð���#�g���D���g���8�g�\����Óª� � �4�Y�h���#�g�¦7��Ý���#�\���g�4���#�/���g�ò�Y�_�����#���#�CÓh�hÑ��#�g�
A,B

�#�����#�×���#�D�gá��|�_�����4�#�
wP1 + zQ = B + eCm2

�h� �
wCm1

+ yQ = A+ eD
�

Ö �4�����4�#� � �#�g����Í©���h�����#���È���|�_���q�4�����4���òÓh�hÑ��#�È�h�
(A,B)

���#���#���RÓ4�g�
P
�F�h�&�g�4�����g�\��Ñ�¼

�h�#�:Í©�g�C�.Í©� � ��åK�g���g�ª�C�¯�|�hÑ�Ñ��g�#�4�g�
e, e′

Í��#�g���&Íò� ÑH� �#� �#�
e > e′

� 7��g�#�g�hâ����#�Û�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�
�gá��|�_�����4�#���h���D���_�����:î|� �

wP1 + zQ = B + eCm2
, wCm1

+ yQ = A+ eD

�h� �
w′P1 + z′Q = B + e′Cm2

, w′Cm1
+ y′Q = A+ e′D.

Ì �#���������#Ñ����g�§���|�_�
(w − w′)P1 + (z − z′)Q = (e− e′)Cm2

�h� �
(w − w′)Cm1

+ (y − y′)Q = (e− e′)D.

7��g�#�g�
Cm2

= (w − w′)(e− e′)−1P1 + (z − z′)(e− e′)−1Q

�h� �
D = (w − w′)(e− e′)−1Cm1

+ (y − y′)(e− e′)−1Q.

ûp�P�F�h�"�g�4�#�gÑ�� � �P���|�_�
m2 = (w − w′)(e − e′)−1, r2 = (z − z′)(e − e′)−1

�h� � ���|�_�
r3 = (y − y′)(e− e′)−1

� Ì ���#�
D
���Ò��� � �g� � �h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�

m2m1

�



�Q"¿ëa% ±�ìK³ ' ³�+�®��.Zq®�¯1§¯1²�¯ ' � h O

���ðï6�ðï ñèéTò6ò"�Aò"�¡ñu¦�¢Öå�ß�á�¨¾ bái�`ß�òC� ¦�¨���àÖ¨

ûp�òÍ§�h���������4Ô/���h���Û�
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ����|�_���4��Ó4�g�&�h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�

C = Eke
(m)

�h�
m
�#����Ó4�g�

���|�_�
P
Î��#�RÍ��Ð���#���g�4�����g���6�4� � ���#�����g�����h�4�

m
�<ù?�#���P�È�#���h���?�g�4Ñ8���<�g�4�����h���#� � �����#Ñ����g����Ñï¼

���(���#�Û�hÔ6�RÓ4�Q�#���h���?�g�4Ñ§�q�4�×�#����Ó?���#���g�h�����g�¯�C�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4����7��g���hâ§���#�Q���gÑñ�_�����h�
R
���

�4ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼

R = {(ke, Cm2
), (m2, r2)) | m2 ∈ M, Cm2

= Eke,r2
(m2)}.

aY���L�����G��W�[Ê�%�8&����1`-�)�-?$&(W�IL�)����0my��2���-�Z@BW�01�-?�0
��-&(���mÞ

ke = (N,S, (a, b), Q)
�h� �

Cm2
= r2Q+m2P1aY���C`QIK��0 �)�-&(���t[Ê�%�t��'-0 &(���1`�0Z�ZÞ

m2

�h� �
r2

54�
P
���#�?�4���g�

m ∈ Z� NsZ
�h� �

0 ≤ u < N s
�_�Õ���h� � �4�Q��7��f�g�4���#�/���g�

B = mP1 + uQ�h� � ���g� � �
B
���

V
�

4 �
V
���g� � �������h� � �4�

t
Ü¤Ô#���Ò���|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
���

P
�

N �
P
�g�4���#�/���g�

w = m+ em2, z = u+ er2
�h� � ���g� � �

(w, z)
���

V
�

P#�
V
���#�g��Î��©���|�_�

wP1 + zQ = B+ eCm2

�h� � �h�g�g�g�/���©�����h� � �4�#Ñ�¼����K���#���<���f���#���F�h���h�
� 01#2#$I R-Öý3�Öý3�Ö Ì �#���hÔ6�RÓ4���#���h�����g�4Ñ8�q�4�Ð�#���RÓ?���#���#Ññ�h���ª���¯�?�©Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�����§�

Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ

�#���RÓ?���#�×Î��#��Í�Ñ�� � �h�È�h�
m2

�h� �
r2
���#���y���|���

Cm2
= r2Q+m2P1

�

Ì �#�È�#�����h�7�q�4Ñ�Ñ��RÍ��§������� � �ñ�����gÑ�¼��q���4� ü2�g���Y�_P#�i<?� P#�

���ðï6�G� ��ã*ò"�Yá�ã*ò"�Eã	~@ñèéTòÁá�ò6ó¾òÖ¦

ûp���#�RÍ � �g���g����Ô6���
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4Ñ#���|�_�§�4��Ó4�g���.Í©�Ý�\���#�#�g�:���¯�?���

C1, C2

â#�h� � ���#���#�#Ô#Ñ�����Îh�\¼
ke

�#���RÓ4�g�A���|�_�A���#�©�#����Ó4�g�`Î��#�RÍ��`�4�#�©�h�|���#�©�g�4�����g���6�4� � ���#�����g�����h�4�g�AÍ������#�4�/�A���\Ó4�F�hÑ����#�
Í��#�����ð�4�#���������g� Ì �#�����#���4�6�g�:�¤¼Û�����F�hÑ�Ñ�� � Áq�C� � �����_� ��¥ �ý�/�)� �1Â�¢ �ý��� � £��CØÙ�C�)�_�����DÔ8�\�q�4���Ý���#���
���È�\á��#��Óh�hÑ��g�ª�È���Û�#���RÓ?���#�y���|�_�È���#���#���RÓª�g�ÈÎ��#�RÍ��Ý�4�#���g�4�����g���8�4� � ���#�Û���_� � �4� Óh�hÑ��#�

r���&�.Í©�ð�g�#�g�:¼?�/�����4�#�×�h�\:/âf�H���h��â<���
C1 = Eke,r1

(0) = r1Q
�h� �

C2 = Eke,r2
(0) = r2Q�h�����g�#�g�:¼?�/�����4�#���#� � �g�È���#�Y���h�����#�#Ô#Ñ����×Î4�\¼

ke

�h� � ���#�Y���h� � �4� �?�#�ÝÔ6�g�
r1
�h� �

r2
â
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���g���6�g�\����Ó4�gÑ�¼4âA���Q���#��Í����|�_�
P
Î��#�RÍ����g�����#�g�

r1
�4�
r2
Í������#�4�/�È���\Óª�F�hÑ����#�Û�g�ï���#�\�È�h�§���#�

Óh�hÑ��#�g�g�fé��#�����Ýü2�g���Y�¸P/�i<?� N �h� � �#�����#�È���#�����g�¯�#�#��á��#�g�©�q���4�Ò� 4�O �6Í©���F�h�C�����×� � �ñ�_���gÑ�¼
Ô#�#��Ñ � ���#���"�&�#���h���?�g�4ÑH�Ûûp�CÍ���Ñ�ÑÐ�h�����#���CÍ������#�4�/�ÝÑ��4���Ý�h���4�g�#�g���hÑ����¤¼ô���|�_�Ý���#�C�#����Ó4�g�
Î��#�RÍ��

r1
���#�������|�_�

C1 = Eke,r1
(0)

�h� � Í��#�g���
S
� �g�#�h���g�<���#���#�4�#�g�:�:ÜóÓ4�g����î|�g�<�������#Ññ�����4�

�q�4�<���#���#���h�����g�4Ñ8�q�h�Ð�¯�#�g��Î����#��Í��#�\���#�g�Ò�h�Y�gÑ��g���g�ª�©���©�h�Y�g�#�g�:¼?�/�����4�C�h�
0
�h�7ù?�#Ô#���g�\�����4�

P#�i<?� N �
��¬������4¬��%[x¬� $&����L�����G��W
��-&(���mÞ

ke = (N,S, (a, b), Q), C1, C2aY���C`QIK��0B�)�-&(���Y[Ê�%�Y��'-0B&����1`�0Z�ZÞ
r1
Í������

0 ≤ r1 < N s
���È���|�_�

C1 = r1Q = Eke,r1
(0)
�

54� Ì �#�×�#���RÓ4�g�
P
���#���4���g�È���h� � �4��Ñï¼

r
Í������

0 ≤ r < N s
�+7��×���ªÓ4�4Îh�g�D���#���#�4�#�g�:�:Ü

Ó4�g����î|�g�È�����Ý�#Ññ�_���4�
S
�4�p���#�#�/���

ke, C2

���Û�4Ô/���h�����y�g�4�ªÓª�g�����_�����4�
(A2, e2, z2)

�
P�g�4���#�/���g�

A1 = rQ = Eke,r(0)
�h� � ���\� � �

A1

�h� �
A2

�������#�DÓ4�g����î|�g�
V
�

4 �
V
���#�?�4���g�����_� � �4��Ñ�¼P�

t
Ü¤Ô#���Ò�¯�|�hÑ�Ñ��g�#�4�

e
�h� � ���\� � �����§���

P
�

N �
P
�g�4���#�/���g�

e1 = e − e2

âKÍ��#�\���ÝÍò� ÑH� �#� �#�
e > e2

â��h� �
z1 = r + e1r1

�¸7������g� � �
e1, z1, e2, z2

���
V
�

P#�
V
�¯�#�g��Î��©Í��#�\���#�g�

A1, A2, C1, C2 ∈ E(Z� Ns+1Z)
�h� � ���|�_�

Eke,z1
(0) = A1 + e1C1�h� �

Eke,z2
(0) = A2 + e2C2

��7��È�h�g�g�g�/�������A�h� � �4�#Ñ�¼C���Õ���#�������§���#�ò�F�h���h�

¿��RÍ*ü2�g���Y�_P#�i<?� N �h� � ���#�ò�#���?�h�7���g���#�#��á��#�g���q���4� � 4�O �2�����#Ñ�¼����#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�×ü2�g���Y�/�
� 01#2#$IbR-Öý3�Ö ��Ö Ì �#���hÔ8��Ó4�p5\Ü¤�4�/�:Ü¤�h�ñÜ 4 �#���h���?�g�4Ñ������

Σ
Ü¤�#���h�����g�4ÑH�

�.1�� ½]<^<yÄ · ¾ ¶ Ë · Â�Á ËÕÂ µ ½PÄ¯Ë · < ¶ 7AË�8 >Â�É{<�½CË ¶ Ë · Â�Á

ì ��Ó4�g� �Û���g�Y�h�ª�����F�hÑ�Ñ�¼ð���g�g�#���C���#���g���#�4Ñ � �#�4���4���4���#�#���×�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F� �h� � ���4���P�_�?��Ü
��Ñ����h�:¼ �#���h���?�g�hÑ��×���×���×�6�4������Ô#Ñ��P�����4Ô/���h���(�4�g�#�g���hÑ��Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼ �g�4���#�/���_�����4� �#���h���?�g�4Ñ��
Í��#�����&�h���È���g�g�#���Ý�h�ª�h���#�:���h�Û�h�\����Óª�È�h� � �:���_�����È� � Ó4�g�����h�:¼y���|�_���g�4�����#�/�����h�ª¼y�����#�4�����¤¼
�h�©���#���#Ññ�F¼4�g���gâA���g�^� 4 <��H� Ö �4�ò�4�#�ò���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4�p�h�©���#�Y�4�g�#�\���_Ñ������ � �gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4�
ØA�h��Ñ�Ñ����g�§���¯�#�g���òÍ©�È�g�4�#�:�����#�\��� � ���#�È�h�?�/��Ñ��ñ�h�:¼Y�#���h���?�g�4Ñ��§���|�_���h���È�#�g� � � � ëq���g��ù?�g�\�����h�
P#�i< í �;7��g�#�g�hâª���#�Ò�#���4�6�4��� � �����#�g�����F�h��Ô6�Ò�#��� � ���DÔ#�#��Ñ � ���#�����Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼È�g�4���#�/���_�����4�
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�#���h���?�g�4Ñ��g�òÏ¤�ð���#�������g�\�����4�&Í§�ÝÍ���Ñ�Ñ7���#���Y�h�������È���#�����g���#Ñ����ò�h� � � � �F�h���h�<���#�×�h�#�#���ª�h���
Ôª¼ ÷ ���h���\���\���hÑT��� 4 <��H�
Ì �#�ò� � �F���h�7���#Ñ������|�h�:�¤¼Y�g�4���#�/���_�����4� � �_���g��Ô|�h��ÎY�������#�ò�|�h�8�g����Ô�¼ ì �4Ñ � ���g���¯��â|çQ���F�_Ñ��Hâ
û ��� � �g�����4��� PZh��©�h� � Ôª¼ � �h�$� km<��H� Ì �#�\¼ôÍ©�g���C�hÔ#Ñ������Q�#���RÓ4�×���|���

n
�#Ññ�R¼4�g���È�F�_�p�/ª�Ü

�g���g�ª��Ñ�¼C�g�h���#�/���ò�h�Q�h�4���g� �
n
Ü¤���#�#�/�§�q�#�#�\�����4�P�h�Õ���#�g���§���#�#�/���Ò���y�Ý���g�g�#���òÍ§�F¼4�<Ï¤�y���#���

�×���#Ñï�����|�h�:�¤¼C�g�4���#�/���_�����4�y�#���h���?�g�4Ñ2���g�g�#�����¤¼y���F�h�#�����|�_���\Ó4�g�:¼4�4�#�ÝÑ��F�h���#�Ò���#�È�g�4�����g�\�
�4�/���#�/��Í��#��Ñ������#�Y�#����Óh�h�\¼ô�h�Ò�F�h�¯� �#Ññ�F¼4�g�g� �����#�#�/�����È�4�|�h���h�ª���g� � � ¿��h�������|�_�È���#�Y���g�¯Ü
�|�h�����4�§�g�4�#��� � �g��� � ��� ÷ �|�h�/���g� N Ô6�gÑ��4�#�����Ý���#�ò���h���ò�h���F�/� Ì �#�g���È�h���D���\Óª�g���hÑ � ��åK�g���g�ª�
�¤¼?�6�g�È�h�§� � Ó4�g�����h�����g�ò�6�4������Ô#Ñ����q�4�D���#�¯��Î���� � �h�©�#���4Ô#Ñ��g�Qâ2�h� � Í©�×�F�h� � ���:�����#�4�#�����ðÔ8�¯Ü
�¤Í§�g�g�(�h�\����Ó4�C�h� � �|�h������Óª�Y�g�4�����#�/�����4���QÏó���h� � � Ó4�g�����h�:¼p�F�h� �g�4�����#�/���Û���\�Ý�h���#Ññ�F¼4�g���
�����Y�hÎh�D���#�g��Ô8�g�|�RÓ4�ò���#�òÍ§�F¼y�#�òÍ§�h�ª���gâ|Í§�ò���R¼C���|�_�����#��� � Ó4�g�����h�:¼y��� �Z� �)�����4â|�gÑ����ò���
���#��� � Ó4�g�����h�:¼×�hÔ/�¯�_���#�Aæ¤�4�#Ñ�¼ªê©���#�Ò�g�4���#Ñ��\���Ò���/�q�4���Y�_�����h���#�gÑ � Ôª¼Ý���#���g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼4�g���
Í��#��Ñ������#���#Ññ�F¼4�g���©�:����Ñ�Ñ6�h�����hÔ#Ñ��������¯�/�g�g�/�������#���#���h���?�g�4Ñ8�g�4�����g�\��Ñ�¼4â?�#�����©�F�hÑ�Ñ�� � � � ���/�����ª�
Ïó�©���#�����\���h�§�g�4�����#�/��� � �#Ññ�F¼4�g���È���Dî/�/� � �q���4�����#��Ô6�g�4���#�#���#�#â2���#�Y� � Ó4�g�����h�:¼����ò�F�hÑ�Ñ�� �
�/� � �)� � ��Ïó�����#�y� � Ó4�g�����h�:¼ �F�h�(�_���_��¼p������� � �#�����#�&���#�C�#���_�����g�4Ñ©�¯�#���4���P���ð�g�4�����#�/���
�#�\Í	�#Ññ�F¼4�g��Ô|�h��� � �4�&�hÑ�Ñ����/�q�4���Y�_�����4�P�#���|�h���_�����#���Ò�������hâ|�#�È�����F�hÑ�Ñ�� � �m¥m� ���)�����ª� Ì �#�
�#���h���?�g�4Ñ��fÔª¼ ì �hÑ � ���g���¯���\�©�hÑH�`�h� �¦� �h�È�F�h��Ô6���#���RÓ4�g�Y���g�g�#�����h�ª�h���#�:�Ð�h�Y�h�\����Ó4�hâ��:���_�����hâ
�6�4Ñ�¼?�#�4���ñ�_Ñ<�����×�YÔ6�4�#� � � � � � Ó4�g�����h�:¼pÍ��#�ô�F�h� �g�4�����#�/�×�h��¼p���\�×�h���_�����4�:�

n/2 − 1�#Ññ�F¼ª�g���g�
ù?�\Ó4�g���hÑK�#���h�����g�4Ñ��<�q�4�<���#Ñï�����|�h�:�¤¼��g�4���#�/���_�����4�#�<�|�FÓ4��Ô6�g�g�C�#���4�6�4��� � �RÓ4�g�Ð���#��¼ª�F�h���Ð���
�����#���RÓª�Ò�/ª��g���g�#�\¼4â/���g���h���#�¼� 4 P��H�ÐçQ�4�:�©�h�K���#���#���4�6�4��� � �#���h�����g�4Ñ��<�|�RÓ4��Ô6�g�g�CÔ|�h��� � �4�
Ó4�g����î8�hÔ#Ñ������g�g���\�����|�h�����#�������#�g���g�g�Ð�²���/��� � � £�Øý�\��� � ���/�;��� � ��� �1Â � � �%�/¨B�D�hÑ�Ñ��RÍ��Ò� � �F�hÑ��g�
���ð���g�g�#���gÑ�¼ � ���:������Ô#�/���P�&���g�g���\�

s
�h���4�#�ð�&���\���h���#Ññ�F¼4�g���gâfÍ��#�g���P���#� � �F�hÑ��g���h� � ß_�4�

���4���Y�#Ññ�F¼4�g�����Y�R¼ôÔ6�Y���#�F�_�����#�#� 7��g���C���È�����4�|�h���h�ª���g� � ���|�_�Ý���©���#� � �F�hÑ��g�È���È�#�4�#�g�:�Fâ
���#�g�Q���#�ò���#�F�_���g�����4Ô/���h���y�#�×���/�q�4���Y�_�����4�y�hÔ6�4�/�

s
â8�h� � �hÑ�Ñ��#�4�#�g�:���#Ññ�F¼4�g�����h���È�hÔ#Ñ��D���

���g�g�4�#�:�����#�\�����#�ò���g�g���\�
s
�\Ó4�g�&�h�ª�h���#�:�Ò���#�È�h�\�����4�#�Ò�h�7���#�ò���#�F�_�����#�×�#Ññ�F¼ª�g���g�

Ì �#�©�#���h�6�4���hÑ?Ôª¼ ÷ ���h���g�7�\�f�hÑH�ÕÔ|�h�����#�����#Ñ������|�h�:�¤¼D�g�4���#�/���_�����4�È�#���h���?�g�4Ñ��Õ�4�������#���g���?Ü
�4Ñ � �#�4���4���4���#�#���ò�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�Þ���#�:���F� � �h�f���g�g���\�����|�h�����#�Y�����#�g���g��Ñ��F� � �����Y���4���È�\�ñÜ
î|�g���g�ª���#���h�����g�4Ñ��������#�g�Y������� � �#�g�g�Ý���#�Y���h���hÑ<���#��Ô8�g�Ý�h�ÒÔ#�����È���|�_�Ý�|�FÓ4�Y���&Ô6�Y���g���Ý���
O(nσ|C|)

â�Í��#�g���
n
���f���#�����#��Ô8�g�Ð�h���#Ññ�R¼4�g���gâ

σ
���<���#�����g�g�#�����¤¼×�|�h���h���\���g�©�h� �

|C|
���#�

��� É ���_�<���#���g�����g�#��� C �g�4���#�/�����#�Y���#� � �g������� � �q�#�#�\�����4���ò��Ñ�Ñ7�#���\Ó?���4�#�D�#���h�����g�4Ñ���Í��#�����
Í©�g���È���g�g�#�����h�ª�h���#�:���_�\����Óª�ò� � Óª�g�����h�����g�����gá��#����� �

Ω(n2σ|C|)
Ô#�����§����Ô#���ª� � �F�h�:�F�

Ì �#��� � �F�È�h� ÷ ���h���g�Ð�\�§�hÑH�`���<Ô|�h�����F�hÑ�Ñ�¼×�h�<�q�4Ñ�Ñ��RÍ��g�A�4��Ó4�g�P�È���g���h�������F�hÑ�Ñï¼����g�g�#�����#�#Ô#Ñ����¯Ü



�Q"e�;% �T� ' ³�²-+K)³�¯�¬]§¯��$± ' )³¿�B+�®V$� ��¯�
X�(±QK+K)³�¯�¬ h j

Îh�\¼×�g�:¼?�/���4�:¼?�:���g�)Í����������#���g���#�4Ñ �×� �g�g�:¼?�/�����4�×Í��#�g���Ò���#�����g�����h�4�Ò���|�h�g�
M

���<�h�����#��� �
��� Ô8�ð�p�����#�#�!ëqÏ¤���4�#�Y�F�h���ÛÍ©�&�|�FÓª�

M = Z� NsZ
í � Ì �#�Q�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#���#�4���4���4���#�#���

�#���4�6�g�:�����g�y�h���&���gá��#����� � � �4��Ó4�g� �g�#�g�:¼?�/�����4�#�
E(a)

�h� �
E(b)

�h�
a
�h� �

b
�#� � �g�C���#�

���h���Û�#�#Ô#Ñ����ÛÎh�\¼�Í©�ð�F�h�'��ª��g���g����Ñ�¼"�g�4���#�/���ð�h���g�#�g�:¼?�/�����4�'�h�D���#�&���#�
E(a + b)

�
Ö �#�:���#�g�����4���hâ`�q���h� �h� �g�#�g�:¼?�/�����4�

E(b)
�h� � �ð�#Ññ�h�������¯�?�

a ∈ M
���Ý���#�4�#Ñ � Ô6�P�F�h�:¼

���Y�g�4���#�/�����×���h� � �4���g�#�g�:¼?�/�����4�&�_�
E(ab)

� n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼P���#�g�����#���4�8�g�:�����g���h���ì¾:�#�:�����#�� �#� ������Ó4�gÑ�¼��#�4���4���4���#�#�����#���4�8�g�:�.¼Y�h� � ���#�����F�hÑñ�h�.Ü¤�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓ?���¤¼ÝÍ��#�����C�#�4Ñ � �q�4�Ð�4�#�
���#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�ÛÙ ÷ ØÐù6�
Ö ���|�hÑ�Ñï¼4â7���4���Y���g�g�#���P���#Ô?Ü¤�#���h�����g�4Ñ����Ý�#�:�ÝÔ6�C�FÓh�h��Ññ�hÔ#Ñ��h���Û�#���h�����g�4Ñ<�q�4�È�¯�#�g��Î����#�ð�����
Óh�hÑ��#�<���7�ÒÓ_�hÑ�� � �g���#�#�g�:���¯�?�Fâ4���#���h���?�g�4Ñ4�q�4�Õ�#���RÓ?���#�����#�<�g�4�����g�\���#�g���`�h�?���#�Ð�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�
�h�`�h�Q�g�#�g�:¼?�/��� � Óh�hÑ��#�DÔ�¼y���g�4�#�:���h���Fâ8�h� � ���#���h���?�g�4ÑK�q�4�Ò�#���RÓ?���#�����#�òÎ��#�RÍ�Ñ�� � �4�ò�h�f�
�#Ññ�h���ª���¯�?�F� Ú �h��� � �4�Q�4�#�Ò�����#�g���ò���#�g���È�#���h�����g�4Ñ��§Í©�g��� � �g���g����Ô8� � ���Ûù?�g�\�����4��P#�i<?�
Ì �&���g�g�#���gÑ�¼ �g�4���#�/���C�h�

n
Ü¤���#�#�/���q�#�#�\�����4��Í©�C�g�4�#��� � �g���Û�g�����g�#���ÈÍ������ � �#� �������4�p�h� �

�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4�P�ª�_���g���g�4���#�/�����#�Ý���#�D�q�#�#�\�����4�Q�h� � �\Óh�hÑ��|�_�������#�ò�g�����g�#�����ª�_���DÔª¼y�ª�_���h�
Ì ���:���h�:�Õ���#�f�Ý�#Ñ������|�h�:�¤¼��g�4���#�/���_�����4���#���h���?�g�4Ñ4�F�h���È�#Ññ�F¼4�g�

Pi

âR�q�4�
1 ≤ i ≤ n

â��#�#Ô#Ñ������#�g�
�h�j�g�#�g�:¼?�/�����4�

E(xi)
�h�Ý�#���y�#����Óh�_���ô���#�#�/�

xi

���4�4�\���#�g�yÍ������j�
Σ
Ü¤�#���h���?�g�4ÑD�#���RÓ?���#�

�#���QÎ��#�RÍ�Ñ�� � �4���h�
xi

âD���g� ù?�#Ô#���g�\�����4�sP#�i<?� N � ���ª¼k�4�6�g���_�����4� ����Ó4�4Ñ�Ó?���#�"� �#� �������4� �4�
�Ý�#Ñ������#Ñ����F�_�����4� Ôª¼k�(�g�4�#�:���h���Û�F�h� ���#�g�jÔ6���6�g�:�q�4����� � Í������#�4�/�y�q�#�:���#�g�Q���ª���g���h�\�����4�
�#�����#�D���#���hÑ��4�4���ï���#�×�`� �#� �h� � çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��<�h�6���#���g�#�g�:¼?�/�����4�×�����#�g���h��7��g�#�g�hâ�Í©�;¾:�#�:�
�#�g� � �ò�#���h�����g�4Ñ|�q�4�<���g�g�#���gÑ�¼×�g�4���#�/�����#�È�h�Y�g�#�g�:¼?�/�����4�Y�h�K���#���#��� � �#�\�

E(c) = E(a · b)�4��Ó4�g�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�#���h�
E(a)

�h� �
E(b)

Ô#�/���#�h�����#�òÓ_�hÑ��#�g�
a
�h� �

b
���#�g�����gÑ�Ó4�g�g� Ì �#�������

���#���Q�F�h�QÔ8� � �4�#�òÔ�¼C���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#���#���h�����g�4ÑH�

� ��WC����&�IQ����,E�G��#$&(����IK�������E&����L�����G��WË[Ê�%�8#b��WC����&(W����GIK���C���E�%[ú�Z��&('-0Z����0my���.
��-&(���mÞ

E(a), E(b)ot����&(���mÞ
E(c) = E(a · b)

54��Ù<�h���Q�#Ññ�F¼4�g�
Pi

���#�?�4���g�������h� � �4�ßÓh�hÑ��#�
ri ∈ M

�h� � Ô#���ª� � �F�h�:�����h�y�g�#�g�:¼?�/�����4�
E(ri)

�h�Õ���F� Ö �#�:���#�g�����4���hâ/�hÑ�Ñ6�#Ññ�F¼4�g���§�#����Ó4�����|�_�§���#�\¼CÎ��#�RÍ ���#�g���©Ó_�hÑ��#�
ri

�#�����#�
���#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#�×���#Ô?Ü¤�#���h���?�g�4ÑH�

4 ��ü2�\�
r = r1 + · · ·+ rn

�f��Ñ�Ñ8�#Ññ�R¼4�g���©�F�h�P�#�RÍk�g�4���#�/�����h�P�g�#�g�:¼?�/�����4�
E(a+ r)

Ôª¼
�h�#�#Ñ�¼?���#�Ý�����g���_����Óª�gÑ�¼×���#�ò�hÑ��4�4�������#��� �#� �4�

E(a)
�h� �

E(r1), . . . , E(rn)
� Ì �#�ò���



�Q"?�Y% �T� ' ³�²-+K)³�¯�¬]§¯Ây ' ��²�)®�¯�¬Q³�²�¼�¯1)³ý¬ ( kG:

�4Ô/���h���#� � �g���#�#�g�:���¯�?�
E(a+r)

���7���#�g� � �g�g�:¼?�/��� � �#�����#�����#�§�#���h���?�g�4Ñ��q�4�A���#���g���#�4Ñ �
� �g�g�:¼?�/�����4���Ë¿��RÍ*�hÑ�ÑK�#Ññ�R¼4�g����Î��#�RÍ

a+ r
�

N ��ØfÑñ�F¼4�g�
P1

���\���
a1 = (a + r) − r1

Í��#��Ñ����hÑ�ÑA�h���#�g�D�#Ññ�F¼4�g���
Pi

�q�4�
1 < i ≤ n

���\�
ai = −ri

�¼¿��h���ò���|�_���\Óª�g�:¼Q�#Ññ�F¼ª�g�������hÔ#Ñ��D���Y�g�4���#�/�����h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�&�h�`�F�h���
ai�h� � ���|�_�ÒÍ©�È�|�FÓ4�

a = a1 + · · · + an

�
P#��Ù<�h���(�#Ññ�F¼4�g�

Pi

�g�4���#�/���g���h� �g�#�g�:¼?�/�����4�
E(aib) =

çQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��
(ai, E(b))

�h� �
Ô#���ª� � �F�h�:���f���`���4�4�\���#�g�`Í������×���#���?�h�8�q�4�A���#�Ò�g�4�����g�\���#�g���Ð�h�8���#�Ò���#Ñ������#Ñ����F�������h�Ý�#�.Ü
���#�����#�Ð�g�4�����g���6�4� � ���#�����#Ô?Ü¤�#���h���?�g�4Ñª�q���4�ù?�#Ô#���g�\�����4�_P/�i<?� P��4�����#�#�/���

E(b), E(ai)�h� �
E(aib)

�
<?��ü2�\�

S
Ô8�§���#�Ò���\�<�h�6�#Ññ�F¼ª�g���A�q�4�AÍ��#���������#�Ò�#���\Ó?���4�#�`�:���\�����#�g�g�g� � � � â?�h� � Ñ��\�

Sc
Ô6�

���#�D�g�4���#Ñ��g���g���Ò�h�
S
�`ûp�ò�#�RÍjî|���:���g�4���#�/���

E(
∑

i∈Sc ai)
�#�����#�����#�È�_Ñ��4�4�������#�

� �#� � Ì �#�g�Y�#�����#�ò���#���g���#�4Ñ �Y� �g�g�:¼?�/�����4��Í©� � �g�g�:¼?�/�©���#���<�g���#�#�g�:���¯�?�
E(
∑

i∈Sc ai)Í��#����� �4��Ó4�g�Ý�#�����#�YÓ_�hÑ��#�
aSc :=

∑
i∈Sc ai

� Ì �#�����hÑ�Ñ��RÍ��È�\Óª�g�:¼4�4�#�C���&�g�4���#�/���
�h�Y�g�#�g�:¼?�/�����4�

E(aScb)
Ô�¼×�#�����#�È���#���hÑ��4�4���ï���#�ßçQ�ï�/� � Ü:çQ�#Ñ��F� Ö ���4�)���#���Ð�h� � ���#�

�g�#�g�:¼?�/�����4�#�
E(aib)

�q�4�
i ∈ S

â`�hÑ�Ñ<�#Ññ�F¼ª�g�����h���C�hÔ#Ñ��×���Û�g�4���#�/���C�h� �g�#�g�:¼?�/�����4�
E(
∑

i∈S aib+ aScb)
â#ÍÒ�#���¯�Q������� � �g� � �h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�

ab
�

�§�Y���#�Qî|�|�hÑ��:���_���Q���#�ÛÎ��#��Í����g�#�g�:¼?�/�����4�#�C�h�����#�Û�4�/���#�/�YÓh�hÑ��#�g�Y�F�h��Ô8� � �g�g�:¼?�/��� �
�#�����#�����#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�y���×�4Ô/���h���C���#�D�q�#�#�\�����4�PÓh�hÑ��#�h�fÏ¤�ª���#�ï���ïÓª�gÑ�¼����#���Ò���Ò���g�g�#���È���
���#���#� � �g��Ñ�¼?���#�Ý�g�:¼?�/���4�:¼?�:���F�¿���§���g�\�#���_â|�����#�g�×ëT�h�|�h�:�©�q���4�ß���#���4�/���#�/� í �_Ñ�Ñ8Óh�hÑ��#�g�©���|�_�
�h��� � �g�g�:¼?�/��� � �h�����g�����#�g�ò���h� � �4��Ó_�hÑ��#�g�È�4��Óh�hÑ��#�g�È�hÑ����F� � ¼&Î��#�RÍ������y���#��� � Ó4�g�����h�:¼4�
Ì �#�×�/ª��g���g�#�\¼ô�h�<���#���D�#���h���?�g�4Ñ � �g�6�g� � �È�g�ª�������gÑ�¼Û�4�ô���#���/ª��g���g�#�\¼ô�h�<���#�×�#� � �g��Ñ�¼?���#�
���#���g���#�4Ñ �Q� �g�g�:¼?�/�����4�Q�����#�g���È�h� � ���#�ò�g�4�����g���6�4� � ���#�×���#Ô?Ü¤�#���h���?�g�4Ñ��g�
Ö �4���Ý�q�4���Y�hÑ � �g���g�����/�����4��â|�×�#�����h�A�h�A���g�g�#�����.¼y�h� �y� �\���h��Ñ��Ò���g�B� 4 <��H�

�.1�� ½]<^<yÄ · ¾ ¶ Ë · Â�Á ËÕÂ | Ä\Å�¾ÐËª7AÂ�Á · ¾ÒÑ*ÂòË · ÁPÇ

Ï¤�ð���#�������g�\�����4�ðÍ©�ÝÍ���Ñ�Ñ � �g���g����Ô8�×�#�RÍ�4�#���#�4���4���4���#�#���ò���#���g���#�4Ñ � �g�:¼?�/���4�:¼?�:���F� �F�h�
Ô6�P�#��� � ���ô�4Ô/���h��� �&���#Ñ����¹Ü.�_�/���#�4���ï�.¼����g�g���\�:Ü¤Ô|�hÑ�Ñ��h�Ý�gÑ��g�\�����4� ���¯�#�g���C���|�_���4�|�h���h�����g�g�
���4Ô#�#�:���#�g���gâ<�#�#��Óª�g�����hÑÐÓ4�g����î8�hÔ#��Ñ��ï�¤¼��h� � �g�4���#�/���_�����4�|�hÑf�#����Óh�h�\¼4� n �#���g�4�#�:�����#�\�����4� ���
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Ô|�h��� � �4�(�h� � � �F�Û�h� ÷ ���h���g�gâ ì �g�#�|�h���ð�h� � ù?���#�?�g�#�Y�hÎh�g����� 4 k��ÐÍ��#�ð�#���4�6�4��� � ���#���
�h� �gÑ��g�\�����4� �����#�g���CÔ|�h��� � �4� �Q���#���g���#�4Ñ � Ó4�g�������4� �h�Ò���#�PÙfÑ ì �h�Y�hÑf�����#�g���]� N k��Dëq���g�
ù?�g�\�����4� N � P#�65 í ��ûp�ÝÔ#�#��Ñ � �4�#��Ó4�h�����#�C�#���h���?�g�4Ñ7���ð�h�ð�h�|�hÑ��4�4�4�#��Í§�R¼&�h�����#��é��h���ªõh� �
�\���hÑH�/�#���h���?�g�4Ñ��#���g���g����� � ���A� NGN �H�
Ì �#�������#�g��� � �g���g����Ô8� � Ôª¼ ÷ ���h���g�P�\�&�hÑH�§���yÔ|�h��� � �4�j�(��� � �\ÑDÔ�¼ Ú �g�|�hÑ��4�k�\�Û�hÑH�
� 4G4 â�5�:?âLk��KÍ��#�g���ò���#�ò�h�\����Ó4�D�|�h�:�����g�Ò�h��� � ��Ó?� � � � ���ª���×�����\���h�7Ó4�h���g���

V1, . . . ,Vm

�h� � �
���\�ò�h�f���hÑ�Ñ�¼?���#�Y�h�/���#�4���������g�

A1, . . . ,An

� Ö �#�:���#�g�����4���hâ2�Y���_Ü¤�F�hÑ�Ñ�� � £ ¢ Ø Øý�/�)� � £�� � � ¥ B ���
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XY�L���)�-?A&����L�����G��WË[Ê�%�t��@_�2�GIL�����)�-IK��01.

54��Ù<�h��� Ó4�h���g�
Vi

� �g�g� � �g�Ý�4� �#���ÈÓ4�h���
vi

�]7��Y�g�4���#�/���g�
Ci = E(vi, ri)

âAÍ��#�g���
ri���Ò�¯�#�4���g�&�_�����h� � �4�Q��7��È�g���F�_���g�

ProofVi
(Ci

�4�
Ci − P1

�����h�Q�g�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�;:
)Ô|�h��� � �4�ð���#�J5\Ü¤�4�/�:Ü¤�h�ñÜ 4 �#���h�����g�4Ñ`�_�Òù?�#Ô#���g�\�����4�bP#�i<?� O �Y7����6�4�:���D�#�����g�#�g�:¼?�/��� �

Ó4�h���D���4�4�\���#�g�ÒÍ������P���#�ò�#���?�h�7�������#�òÔ#�#Ñ�Ñ��\�����PÔ8�ª�h� �
B
�

4 ��Ù<�h���y���hÑ�Ñ�¼C�h�/���#�4�����.¼
Aj

� �?�g�Ò���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#�

•
ù?�¯�

C = O
�

•
Ö �4���hÑ�Ñ

i
�Q���#�g��Î ���#�Q�#�����h��Í����������g�"Ôª¼

Vi

�4�
B
�"Ïó�����×����Ó_�hÑ�� � â<���#�g�����\�

C := C + Ci ∈ E(Z� Ns+1Z)
�

• Aj

�#���g�
C
�h�§���#�D���#�#�/���g���#�#�g�:���¯�?���h� � �¯�/�g�g�/���g���#���Ò�|�h�:�Ò�h�7���#�����#���g���#�4Ñ �

� �g�g�:¼?�/�����4�Q�#���h�����g�4ÑH�q7��ò�6�4�:�����#�������g���#Ñ��Ò�������#�òÔ#�#Ñ�Ñ��\�����PÔ6�ª�_� �
B
�
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N �����n���g� � �����F�h� � ���#�&����Ó_�hÑ�� � ���g�����h�4�g�gâ<���#�C�g�4�ÝÔ#���#���#�&�h�Ò���#�g��� � �g�g�:¼?�/�����4� ���|�h���g�
Í����������g�YÔª¼×���#�

Aj

� �©�F�h�Y�#��Í'Ô6� � �4�#��Ôª¼Y�h�ª¼ª�4�#�hâ?�H���h��âª���#�����g�g�4�#�:�����#�\�����4�Y�h�����#�
�#Ññ�h���ª���¯�?�©�g�h�����g���8�4� � ���#�����

E
� Ö �4�Ð�������#Ñ����g�ï�¤¼ÝÍ©�D�h�����#�����#��Í����|�_�§�hÑ�Ñ|Ó4�h���g�§�h���

Óh�hÑ�� � � Ì �#�g�yÍ§�ò�4Ô/���h���

C =
∑

i

E(vi, ri) = E(
∑

i

vi mod N s,
∑

ri mod N s).

7��g�#�g�hâ/���#�����g���#Ñ��§�h�2���#� � �g�\��¼?�/�����h��â#�H���h��â����#��î|�|�hÑ8���hÑ�Ñ�¼���� ∑
i vi mod N s

Í��#�����
��� ∑

i vi

�����#�g�DÍ©�ò�|�RÓ4�
N s > m

�

���|�hÑ��4�4�4�#��Ñ�¼������ 4 k��2Í©�ò�F�h�Q�#�RÍ �#����Ó4�D���#�D�q�4Ñ�Ñ��RÍ����#�#�
� 01#2#$I$R-Ö xgÖ)�LÖ �������#�����#�×���#���|�h� � �#�g�����h�A���#�È�4�g�#�g���hÑ������ � �gÑ�Ñ����/�����ò�g�#�:Ó4�ÝØA�h��Ñ�Ñ����g���h�.Ü
���#���/�����4��âR�4�#�2�gÑ��g�\�����4�D�����#�g���<�#���RÓ?� � �g�Õ�#�#��Ó4�g�����hÑhÓª�g����î8�hÔ#��Ñ��ï�¤¼4âF�g�4���#�/���_�����4�|�hÑh�#����Ó_�h�\¼4â
���4Ô#�#�:���#�g���§�h� � �#���\Ó4�g�����<Óª�h��� � �#�#Ñ����F�_�����4��� Ö �#�:���#�g�����4���hâª�������#�����h� � �4�)�4���h�gÑ��Ò��� � �gÑ
�#�����ª���g���h�\�����4�PÔ6�\�¤Í©�g�g�QÓª�h���g�������Ò�#�g� � � � �

R ����� ¡ M ù?���#�g�§���#�§�#���?�h�q�`�h�|Óh�hÑ�� � �ï�.¼D�q�4�A���#�§Ô|�hÑ�Ñ��h��� Ci

�h���§�Y� � �§�#�4�?Ü¤���ª���g���h�\����Óª�gÑ�¼hâh���#�\¼
�h���ÈÓª�g����î8�hÔ#Ñ���Ôª¼&�h�ª¼Û�4Ô#���g�:Ó4�g�g� Ö �#�:���#�g�����4���hâK�h�ª¼Û�4Ô#���g�:Óª�g���F�h�ð���#�g�¯ÎQ���#�Èî|�|�hÑ7���hÑ�Ñ�¼
Í������y���g���6�g�\�������hÑ�ÑKÓ_�hÑ�� � Ô|�hÑ�Ñ��h���g� Ì �#�����4��Ó4�g���#���#�#��Ó4�g�����hÑ�Ó4�g����î8�hÔ#��Ñ����¤¼4�
�������#�����#�&���#�C�|�h� � �#�g���×�h�����#�C�4�g�#�g���hÑ������ � �gÑ�Ñ����/�������g�#�:Óª�yØA�h��Ñ�Ñ����g���h�����#���/�����4� ���#�

k�4�/�×�h�
`
Ì Ù ÷ ØÐù(���Ý���\�Y�h�������F�hÑ�Ñï¼p���g�g�#���Û�h� � �#�g�#�g�y�#�ô���/�q�4���Y�_�����4� �hÔ6�4�/�����#�PÓ4�h���

���òÑ��F�hÎh� � �4��Óª�g�
E(vi, ri)

�CÏó�©Í§�Y�h�����#���×���|�_���_�����4�:�
k − 1

���hÑ�Ñ�¼?���#�Q�h�/���#�4���������g�ò�h���
�g�4�����#�/��� � â#Í§�ò�4Ô/���h���P�g�4���#�/���_�����4�|�hÑK�#����Óh�h�\¼P�h�7���#�ò��� � ��Ó?� � �|�_Ñ6Óª�h���g�g�
¿��h�������|�_�©���#���#���?�h�Õ�h�2Óh�hÑ�� � �ï�¤¼×�F�h�:�ÒÍÒ�����P�F�h���CÓª�_�������ÐÍ������#�g���§��� � ���:�����#�4�#�����|�hÔ#Ñ��hâ��H���h��â
���ò�4��Ó4�g�È�#�Q�#�����ò�4�ô���#���g�4�����g���8�4� � ���#�QÍÒ�����#�g���È�#��� � ���ð���#�×�#���?�h�.� Ì �?�#�È��� � �?�g�È�#�h�
�#�gÑ��P����Ô#���F�hÎC�#����Ó_�h�\¼4�
ù?�6�g�g�ñ�hÑ#���4�#� � �#�g���Ð�h�8���#�Ò�#���?�h�q�f�h�8Óh�hÑ�� � �ï�¤¼��4�|�h���h�ª���g�g�`���|���Ð��Ó4�h���g�f�F�h�#�#�h�<�F�h�:�<Ô6�4�4�#�
Ô|�hÑ�Ñ��h���g� Ì �#�����g�#���#���g�����4Ô#�#�:���#�g����Í������Q���g���6�g�\�����Y�Y�hÑ����g���4�#�§Óª�h���g���g�Òö��4Ô#�#�:���#�g����Í������
���g���6�g�\�����&�_�È���4�:�

n − k
���hÑ����g���4�#�ò�h�/���#�4���������g�ò���ò���#�#�g������� � �q���4� ���#�����4Ô#�#�:���#�g���Ý�h�

���#�òÎh�\¼y�4�g�#�g���_�����4�Q�h� �Q� �g�g�:¼?�/�����4�Q�#���h�����g�4Ñ��g�
Ì �#���|�h�����q�#�#�\�����4�

h
�#�g� � � � �q�4�f���#���#�����h�q�<�h�KÓh�hÑ�� � ���¤¼Ý�4�\���<���#���#���g�Ð� � �g�ª�����¤¼×�h�Ð���#�#�/�F�

Ì �#�����#���\Ó4�g�ª����Ó4�h��� � �#�#Ñ����F�_�����4���
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.�,� km<

D\y���01��.V�����E��� � ��WC��� ¬/*+IL�����)�-IK��0�DFW�01�����C����.
Ï¤�#�:���F� � �h�K�Y�hÎ����#�ò�D���#�4���g��Ô6�\�¤Í©�g�g�Y�¤Í©�È�F�h� � � � �_���g�f���<���f�h�n���g�����gá��#����� � ���ò���#�?�4�����4�#�
�4�ò���4���×�4�/�È�h�§���\Óª�g���hÑÐ�F�_� � � � �_���g�g� Ì �#�g���C�h���×���\Óª�g���hÑfÍÒ�F¼?�È���y���h��Î�Ñ������#���È�#���4Ô#Ñ��\�Qâ
�H���h��â����y�4�g�#�g���hÑ������Ý���#�×�hÔ6�RÓª�×�h�#�#���ª�h�¯�ð���

L > 2
�F�h� � � � �_���g�g���)Óª�g�:¼ð�������#Ñ���Í§�F¼ô�h�

� �g���g����Ô6� � ���E� NGN �<���D���y�Y�hÎh�
L
�|�h���hÑ�Ñ��gÑ7¼ª�g��ß_�#�yÓª�h���g���h�È�hÔ8��Ó4�h����Ó4�h���g�DÓª�_���\�t5×�q�4�

���#���F�h� � � � �_���g�§�#��Í§�h�ª���Ò�h� � :È�q�4�Ð���#���h���#�g���g��7��g�#�g�hâ#�F�h�¯�CÓ4�h���g�
Vi

���g� � �
L
Óª�h���g�§���

�|�h���hÑ�Ñ��gÑ6Í��#�����Û�h���D�h�A���#�D�q�hÑ�Ñ��RÍ����#���q�4���Q�

Cij = E(vij, rij)

Í��#�g���
0 ≤ j ≤ L−1.

7��g���hâ
rij

�h���§���#�4���g���_�`���h� � �4��h� �
vij

���
Vi

� �AÓ4�h���©�q�4�A�F�h� � � � �����
���#��Ô8�g�

j
�¸7����hÑ����C�g���F�_���g�

ProofVi
(Cij

�h�
Cij − P1

�����h�Q�\�#�g�:¼?�/�����4�Q�h�;:
)
Ô|�h��� � �4�

���#�F5\Ü¤�4�/�:Ü¤�h�ñÜ 4 �#���h���?�g�4Ñ/�h�2ù?�#Ô#���g�\�����4�pP#�i<?� O �;7��§���#�g�×�g�4���#�/���g� ∑L−1
j=0 rij mod N s

�h� �
�6�4�:���ò�������C���#�×Ô#�#Ñ�Ñ��\�����&Ô8�ª�h� �

B
� Ì �#���D�#����Ó4�g�D���|�_�ò�#�ÝÓª�h��� � �q�4�D�¯�#�h�\��Ñ�¼

t
�4�/�ò�h�

L�F�h� � � � �_���g�������#�g�P�h��¼p�4Ô#���g�:Ó4�g�×�F�h�(���#�g��Îp���|�_� ∑L−1
j=0 E(vij, rij)

�����h� �g�#�g�:¼?�/�����4�(�h�
t
�×é��#�����P���#�×�#���?�h�Ð�h�ÐÓh�hÑ�� � �ï�¤¼QÍ©��Î��#�RÍ!���|�_�È�hÑ�ÑA��� � ��Ó?� � �|�hÑ7Ó4�h���g�È�h���×�g�����#�g�¸:P�4�¦5
Í��#�����P���#�RÍ��©���|�_�©���#���©���#�g�¯Î����©���Kª��g���g�ª�F�Ë¿��RÍ Ô�¼ � �g�g�:¼?�/�����4�P�h�2���#�

L
Ó_�hÑ��#�g�

Cij

���#�
���#��Ô8�g���h�7Ó4�h���g���F�h���Q�F�h� � � � �_���g�����g�g�g��Ó4� � ���Ò�4Ô/���h���#� � �
¿��h�������|�_�����#���g�4���#Ñ��¯�/���¤¼Q�h�<���#� � �g���g����Ô6� � �#���h���?�g�4ÑA���D�h��Í§�gÑ�ÑAÑ����#�F�h�����&���#�Ý���#��Ô8�g�
�h�7Ó4�h���g�����h�����C���#�ò�?�#�ÝÔ6�g�Ò�h�A�F�h� � � � �_���g�g�

�.1�� ½]<^<yÄ · ¾ ¶ Ë · Â�Á ËÕÂÏ>Â�É É · Ë7ÉÊÅ�Á�Ë �Y¾qÆPÅ�ÉÊÅ¼»

Ö �4�È�Q�g�4���������×�g�ª�È�����#�g���C�Q�#�\Í��h� � Ó4�g�:¼��:�����4�#�Û���g�g�#�����.¼ô�#�h�����4���F�hÑ�Ñ�� � ¢1� �����/��� � Ø
� ��¨\�L��� � £��CØÙ�C�)�òÍ§�h�<���ª����� � �#�g� � Ô�¼ ÷ �h�#�\�����8�h� � Ö �������#Ñ����J��5�k��H� Ì �#���<�#�h�����4�ÝÍ§�h�Ð� � �4�/��� �
Ôª¼Pé��h���ªõh� � �h� � ¿����gÑ����g�]� N P��KÍ��#���#���g���g�ª��� � ���#�\Íj�g�4�#�:�����#�\�����4�C�h�7�#�#��Ó4�g�����hÑ�Ñ�¼��g�h��Ü
�6�4���hÔ#Ñ��§�g�h���������×�g���A�����#�g���g�<Ô|�h��� � �4�Ý���D�F�hÑ�Ñ�� � �§�L� � � � Ø1¨¦� N1� ¥_� ��¨¦¨¦�C�)¨B� � �g� � �L�/¨B���\�
Ö �#�:���#�g�����4���hâ?���#�\¼P�|�FÓ4�ò���#�RÍ��P���|�_�����§���§�6�4������Ô#Ñ������×Ô|�_���D���#���Û�Ý���6�g�g�ñ�hÑ����ï�/� � �g�h��Ü
���������g�ª�P���¯�#�g���ô�4� ���#�pØA�h��Ñ�Ñ����g�C���¯�#�g���h�¿ã������#�(���#�g���P���g���#Ñ����PÍ§�ô���#��Í����|�_�Q���y���
�6�4������Ô#Ñ�������Ô|�h���È�����6�g�g�ñ�hÑ2�×�ï�/� � �g�4���������×�g�ª�Ò�����#�g���ò�4�Q����Ñ����4����Ñï¼Y��� � ��î|� � Ó4�g�������4�
�h�7���#�òÙ ÷ ØÐù6â6�h� � �����#���4�P���#�ò�gÑ�Ñ����/�������g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g�Ò�h�����#���/�����4�P���#�:���F� � �h�`ØA�h��Ñ�Ñ����\�F� �
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�4�����4���|�hÑ7�h�����#���/�����4��� Ì �#���g�4�#�:�����#�\�����4�ð�h�ÐéD�_���ªõh� � �h� � ¿����gÑ����g�&����Ô|�h��� � �4�
q
�4�#�¯Ü

Í§�R¼ �#�4���4���4���#�#�����×��Í��#����� Í���Ñ�ÑÐÔ6�y���ª����� � �#�g� � ���"ù?�#Ô#���g�\�����4�ÕP#� k/� 4 � Ö �#�:���#�g�����4���hâ
���#�\¼ô�#���RÓª�����|�_�ò�q�4�D���#�×���Û�4Ô/���h���ô���8�g�g�ñ�hÑ<���ï�/� � �g�4���������×�g�ª�ò�����#�g�������ò���ò�6�4������Ô#Ñ��
���CÔ#�#��Ñ � �#���h���?�g�4Ñ����q�4���#���RÓ?���#� Ú �?�4Ñ��F�h�Û���gÑñ�_�����4�#��Ô6�\�¤Í©�g�g�ô�g�4����������� � Óh�hÑ��#�g� � �\î|�#� �
Ôª¼Y�h��¼ Ú �?�4Ñ��F�h�×�q�#�#�\�����4�C�h�ÐÍ©�gÑ�Ñ6�h�©�#���h�����g�4Ñ��<�q�4�Ð�#���RÓ?���#�Ý� �#� ������Ó4���_� � �Ý�#Ñ������#Ñ����F�_���ïÓª�
���gÑñ�_�����4�#�g�
���n���g�Ý�¯�/�#Ññ�h���#���#�Q���#�C� � �F�ÛÔ6�g�#��� � �g�4���������×�g�ª�����¯�#�g���g�×�h� � �¯�/�#Ññ�h���#���#�Q���#�g�����Y�h���
�#���4�6�g�:�����g�òÍ§�Y�#���RÓª�����|�_�����È���È�6�4������Ô#Ñ��×���Û��� � ���n¼&���#�CÙ ÷ ØÐùp�������#�¯� �yÍÒ�F¼ô���|�_�����
�q�#Ñ�î|Ñ�Ñ��ò���#�C���gá��#�����g���g�����Ý�h���

q
�4�#�¯ÜóÍ§�R¼p�#�4���4���4���#�#�����y�]7��g�#�g�hâÐ�#�����#�&���#�C���g���#Ñ����

�h�¸� N P��<Í§�Y�4Ô/���h���p�Q���6�g�g�ñ�hÑÐ���ï�/� � �g�4�����ï�����g�ª�È�����#�g���CÔ|�_��� � �4�����#�Y�gÑ�Ñ����/�����×�g�#�:Ó4�
ØA�h��Ñ�Ñ����g�Ò�h�����#���/�����4�CÍ������Q�¯�#�h�\��Ñ�¼C���#�D���h���ò�#���4�6�g�:�����g�g�
÷ �4���������×�g�ª�ò���¯�#�g���g�Ý�h�����y�q�#� � �h���g�ª���hÑf�#�����������ïÓ4������Ô6�h�������#�g�h��¼��h� � �#���h�\�����g���h�
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�������Ò�F�h�:¼C�����g�h���#�/���ò�4� � ë

g
í �

q
¬��)��`�0Z������w(��W)� ��,qÞ ì ��Ó4�g�

(G,H, f, g, q, b, b′)
�h� �

y ∈ H
âf���Ý�����F�h�:¼p���ð�g�4���#�/���

x
���

���|�_�
qy = f(x)

�Ë¿��h�������|�_�Ò���#��� � �?�g���#�h���g�4�ª����� � ���\����� � ���:�����#�4�#�����|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼6�`�����#�g�
q
�����

�Ý�#Ñ������#Ñ����h�A�4� �
(g)
â|���Ò�����hÑ�Í§�R¼?�§���#�ò�F�h���ò���|�_�

qy ∈ F
�

ã������#�×���#���Û�h�y�¯�?�����h�\���hÔ#Ñ��
q
�4�#�¯ÜóÍÒ�F¼C�#�4���4���4���#�#������é��h���ªõh� � �h� � ¿����gÑ����g�A� N P�� � �¯Ü

���g����Ô6� � ��Í§�R¼ò���������h�#�:�q�4���*���A���ª���������8�g�g�ñ�hÑ?���ï�/� � �g�4�����������g�ª�7�����#�g���h� Ì �#�©���g�����h�4�
���|�h�g���h�6���#���g�4�����������g�ª�f���¯�#�g���ÒÍ���Ñ�Ñ#Ô6�

Z� bZ �h� � ���#��Îh�\¼×���|�h�g� K ÍÒ��Ñ�Ñ#Ô6�Ò���#���h���h�#�
H
�B7��g�#�g��Ô6�h���p�h����î|�#�����×�4���4�#�#�ò���ôÍ��#�����ôÍ§���F�_�p�g�4���#�/���×�/ª��g���g�ª��Ñ�¼4� Ì �Û�g�4�����ï�

���Q�y���g�����h�4�
m ∈ Z� bZ �4��Ó4�g�p�PÎh�\¼

K ∈ K
���#�?�h���

r ∈ H
���h� � �4��Ñ�¼&�h� � �g�4���#�/���

���#���g�4���������×�g�����h�
c = commitK(m, r) := mK + f(r)

� Ì �#��ÙAÜ¤Îh�\¼?��Í���Ñ�Ñ2Ô6�È���#�Ý���\�
F = f(G)

Í������p�g�4�����g���6�4� � ���#�&ÙAÜó�����h� � ���4�
tK = f−1(K)

�yé��#�����Q���#�Y���gá��#�����g���g�ª�
���|�_�f�4� �

(g)
���`���#�6�g���8�4Ñ�¼?�#�4���ñ�hÑ?���Ý���#�§���g�g�#�����.¼Ý�|�h���h�×�\���g�

σ
Í§�§�q�#Ñ�î|Ñ�Ñª���#�Ò���gá��#�����g���g�ª�

���|�_�����#�����#��Ô8�g���h�ÐÙAÜ¤Îh�\¼?�������#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ��ò��Ó4�g�����#�����h���hÑÕ���#��Ô8�g���h�<Îh�\¼?�g� Ì �#� � Ü¤Îh�\¼?�
Í���Ñ�Ñ�Ô6�È�gÑ��g���g�ª�����h�A���#�ò�q�4���

K = ig + f(rK)
Í��#�g���

i
�������ªÓ4�g�:����Ô#Ñ��D���

Z� ø/íÊô (g)Z
Í������

� Üó�����h� � ���4�
t
� Ú ¼p���#�y���gá��#�����g���g�ª�����|���Y�_Ñ�Ñ§�#�������Y�T�h�\���4�����h���4� �

(g)
�h���PÑñ�h���4�hâf���#�

���_�����ð�h� � Ü¤Îh�\¼?���RÓª�g�����#�P���h���hÑÒ���#�ÝÔ6�g�×�h��Îh�\¼?�Y�����#�g�4Ñ����4��Ô#Ñ��C�gÑ��4���P���Õ5Û�h�×���gá��#����� �
�q�4���Y���8�g�g�ñ�hÑ7���ï�/� � �g�4���������×�g���������#�g���h� Ö �#�:���#�g�����4���hâ8���#� � Ü¤Îh�\¼?���F�h�&Ô6�����h���#Ñ�� �
�/ª��g���g�ª��Ñ�¼P�4��Ó4�g�

t
�����#�g�ò�4� �

(g)
���ÒÎ��#�RÍò�

úD�\¼Ý��� � ���:�����#�4�#�����|�hÔ#��Ñ��ï�¤¼ò�q�4Ñ�Ñ��RÍ�� � �����g�\��Ñ�¼È�q���4�	���#�§���gá��#�����g���g�ª�f���|�_�f���h� � �4��gÑ��g���g�ª���
���
f(G)

�h� � ���h� � �4� �gÑ��g���g�ª���Ý���#�4���g� �q���4���hÑ�Ñ<�h�
H
�h���Y�g�4���#�/���_�����4�|�hÑ�Ñï¼ð��� � ���:�����?Ü

�4�#�����|�hÔ#Ñ��h� Ì �ð���#��Í¿�gá��#��Ó4�?�F�hÔ#��Ñ����¤¼ôÍ©�y�h�����#���C���|�_�Ý���#�yÙAÜ¤Îh�\¼
K = f(rK)

�h� � ÙAÜ
�����h� � �?�h�

tK = rK

���©�4��Ó4�g���f�k�T�hÎh���g�4�����ï�����g�ª�Ð���©�4�g�#�g���_��� � �h�
c = f(rc)

�q�4�
rc ∈ H�#�#���q�4����Ñï¼Ý���h� � �4�Q�A�������#�������|�_�<Í©���h�����4��Ó4�g�

m ∈ Z� bZ �fü2�\� r := −mrK + rc

� Ì �#�g�
r
���<�#�#���q�4����Ñï¼����h� � �4�ß�h� �

c = f(rc) = f(mrK + r) = mK+ f(r) =
�g�4�������

K(m, r)
�

Ì �#���P�#���RÓª�g�C���|���
tK = rK

�4��Óª�g�C�gá��#��Óª���F�hÔ#��Ñ����.¼hâ��H���_��â��T�_Î4�ð�g�4���������×�g�ª���Y���|�_�y�h���
� ���:������Ô#�/��� � �¯�#�h�\��Ñ�¼C�h�Ò���F�hÑK�g�4���������×�g�ª���Ò�h� � �F�h�yÑñ�_���g�©Ô6���4�6�g�#� � �h��Ô#�������h����Ñï¼��F�h�PÔ6�
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�
t³ x
.��¬�F�L²E��,
.�,� jm4

�4�g�#�g���_��� � � Ì �����#�RÍ �¯�?�����h�\���hÔ#��Ñ����¤¼�Í§�Ð�h�����#���f���|�_�
K
���Õ�h� � Ü¤Îh�\¼4âh�T���h��â

K = ig+f(rK)Í������
i
���ªÓ4�g�:����Ô#Ñ��Ð���

Z� ø/íÊô (g)Z
â4�h� � ���g�4���������×�g�ª�

c = mK+f(r) = img+f(mrK +r)�q�4�
m ∈ Z� bZ �����4��Ó4�g���&ã������#�Q�q�#Ñ�Ñ�¼ô�¯�?�����h�\���hÔ#��Ñ����¤¼4âA�T���h��âA�#�����#�Û���#� � Üó�����h� � �?�4�

t
Í§�

�F�h�k�g�4���#�/���
im mod

�h� �
(g)

�q���4�
c
�h� � �q�#�:���#�g�����4���hâ

i mod
�4� �

(g)
�F�h�kÔ6�ô�g�4��Ü

�#�/��� � �q���4�
K
��ù?���#�g�

i
�������ªÓª�g�:����Ô#Ñ��DÍ©���F�h�Û���#�g�&�g�4���#�/���

m mod
�4� �

(g) = m
� Ì �#�

�����h�#�:�q�4����� � �����#�g���C�|�h�ÝÎh�\¼?�
(K1, K2)

Í��#�����(�h���Y�|�h�����È�h��Î4�\¼?�×�h� � Í©�C�g�4���������h�
�g�4�������

K1,K2
(m, (r1, r2,m1)) = (m1K1 + f(r1),m2K2 + f(r2))

ÍÒ�#�g���
r1, r2

�h���Ý���h�?Ü
� �4���gÑ��g���g�ª�������

H
�h� �

m2 = m −m1 mod q
�\7��g�#�\���hÑ�ÑÕ���gá��#�����g���g�ª�����q�4�������6�g�g�ñ�hÑ

���ï�/� � �g�4���������×�g�ª�Ò�����#�g�����h�����q�#Ñ�î|Ñ�Ñ�� � �
Ö �#�:���#�g�����4���hâ2é��h���ªõh� � �h� � ¿����gÑ����g� � �\Ó4�gÑ��4�ô�/ª��g���g�ª�È�#���h�����g�4Ñ����q�4���#����Ó?���#�P��� É �\����Ü
Î��#�RÍ�Ñ�� � �4�ð���gÑñ�_�����4�#�C�h���4�#� �g�4�����ï����� � Óh�hÑ��#�g�C�q�4�Y���#�&���6�g�g�ñ�hÑ����ï�/� � �g�4�����ï�����g�ª�
�����#�g���h� ù?�g�]� N P��©�q�4� � �\���h��Ñ����h�Ò���#�g���P�#���h���?�g�4Ñ��Ý�h� � �q�4�È�q�#�:���#�g�Ý�#���4�6�g�:�����g���h� � ���#�
�#���?�h�A�h�A���g�g�#�����¤¼P�h�7���#�D�g�4���������×�g���Ò�����#�g���h�

���G�Y�x� ¦uâ�¨`�§� ñ��Í¢Ö© ¢Öß]�¡ Y¢�£¥¤§¦�¨¨�,òFé ¢
q ¢ ß�¨�ã £ ¢4�J¤`ò�£²ò�£²òFé ã

¤§â�å�©�£

ûp�È�F�h�&�#�RÍ*���#��Í ���|�_������Ñ����4�ª��Ñ�¼C��� � ��î|� � Ó4�g�������4�Û�h�`���#��Ù ÷ ØÐù ëq���g��ù?�g�¯�����4� P#� 4 í ���
�h� �¯�#�h���#Ñ��Y�h���

q
�4�#�¯ÜóÍ§�F¼ �#�4���4���h���#�#�����Q�^7��g�#�g�P���Ý�F�h� Ô6�C�#��� � ���ð�g�4�#�:�����#�\���

���6�g�g�ñ�hÑ2���ï�/� � �g�4���������×�g���Ò�����#�g���È�h� � �g���g����Ô6� � �hÔ6�RÓª�h�
Ì � � �\Ó4�gÑ��4�ô���#�×�g�4�#�:�����#�\�����4�ô�����h���h�|�hÑ��4�4�4�#���Y�h�#�#�g�ò�h�ò���E� N P��fÍ©�×�|�RÓ4�����y��� � ���n¼
���#�Û���h� � �4� �g�4��������Ô#�/�����4�"�h�����#�ÛÙ ÷ ØÐù"���pÔ#�#��Ñ � �

q
�4�#�¯ÜóÍÒ�F¼"�#�4���4���4���#�#����� �h� �

�#�g�#�g�����È�g�4�#�:�����#�\�§�D���6�g�g�ñ�hÑ|���ï�/� � �g�4���������×�g���f�����#�g���h�fü2�\�
N
Ô8���h�Yö�ù?� ��� � �#Ñ��#�

ëT�h� � Ñ��\�
s = 1

���2Í§�D�g�4�#��� � �g�§���#�D�4�g�#�g���hÑ������ � Ù ÷ ØÐù í � Ö �#�:���#�g�����4���hâ/Ñ��\�
P1

�h� �
M
Ô6�

���#�Y�h�#�#���4�#���ñ�_����Óh�hÑ��#�g�È�g�4���#�/��� � ���ô���#�YÎh�\¼��4�g�#�g���_�����4���#�|�h���Y�h�§���#�YÙ ÷ ØÐùô�q�4�È�h�
�gÑ�Ñ����/�����ò�g�#�:Ó4��Í������

(a, b)
�h���|�h���h���\���g���g��ûp���|�FÓ4�����|�_�

E(Z� N2Z) ' G1 × G2

Í��#�g���
G1 ' Z� NZ,

���?�#�
|G1| = N

�h� �
G2

���§�Ý�4���4�#�P�h�Õ�4� � �g�
M
Í��#�����P���§�|�h� � ���Ý�g�4���#�/���

�#�#Ñ��g���§���#���T�h�\���4�������_�����4�Y�h�
N
���©Î��#��Í���â#���g�p� P N �H� Ú �\�q�4��� � �\î|�#���#�Ý���#���#�4���4���4���#�#�����

f
Í©�Ò�g�4�#��� � �g�A���#�§�Y�h�

Φ : (m,R) 7→ mP1+NR
Í��#�g���

m ∈ Z� NZ
�h� �

R
���f�����h� � �4�

�6�4���ª���4�
E(Z� N2Z)

�
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�
t³ x
.��¬�F�L²E��,
.�,� jGN

� 01#$IQ���ÕR-Öýf�Öý �Ö

54�ú¿��h���È���|�_��Í©���F�h�#�#�h� � �����g�\��Ñ�¼y���#�?�4���Ý�Y���h� � �4���gÑ��g���g�ª�����
E(Z� N2Z)

Í������#�4�/�
���#�CÎ��#�RÍ�Ñ�� � �4�C�h�Ò���#���T�h�\���4�����h�

N
� Ì �ð���4Ñ�Ó4�����#���ÈÍ©�Yî/� �Û�?�#�ÝÔ6�g���h���8�4�������

Q1, ..., Qt

�_�<Îh�\¼×�4�g�#�g���_�����4���������hâª�H���h��â4Í��#�g�����#���#�������©�T�h�\���4���<�h�
N
�h����Î��#�RÍ���â

�h� � ���#�g�ÛÑ��\�
R = r1Q1 + · · · + rtQt

� Ú ¼P���#�#���#�
t
�h� � ���#�È��� É �ò�h�A���#�����#�ÝÔ6�g���

ri

�q�4�
1 ≤ i ≤ t

���#����Í���Ñ�Ñ��4�g�#�g���_�����h�&�h�#�#���4�#���ñ�_���È�h�#�#���F�/���Y�_�����4�P���Y���#�#���q�4���
���#�4���g�D�q���4�

E(Z� N2Z)
�ÖS

4 �ú¿��h���P���|�_�����#�y���h� � �4� �g�4�ª������Ô#�/�����4� ��� ���#���×�Y�h�(��� � �\î|�#� ��� ��åK�g���g�������|�h�"���
���#�y�4�����4���|�hÑ§Ù ÷ ØÐùjëq���g�Ûù?�g�\�����4�EP#� 4 í �CÏ¤�#�:���F� � �h� � �\î|�#���#�ô�����h�×�ðî/�/� � �6�4���ª�
Q
���#Ñ������#Ñ���� � Ô�¼Q�����h� � �4�����#�ÝÔ6�g�gâ8Í©�È���hÎh�Ý�����h� � �4���6�4���ª�

R
�4�Û���#�È�gÑ�Ñ����/�����

�g�#�:Ó4�
E(Z� N2Z)

�Ý�#Ñ������#Ñ���� � Ôª¼
N
Í��#�������4��Óª�g�7�#�`�����h� � �4�*�gÑ��g���g�ª�A���È���#�Ð�4���4�#�

G2

�

n ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼Y�q�4�§���#�ò�Y�h� Φ
�����#�4Ñ � �§���|�_�

kΦ(m1, R1) + Φ(m2, R2) = (km1 +m2)P1 +N(kR1 +R2)

= Φ(km1 +m2, kR1 +R2).

¿��h���Ò���|�_�Ð�4��Ó4�g�Y�ò�6�4���ª�
mP1 +NR ∈ E(Z� N2Z)

���Ð���<�6�4������Ô#Ñ��Ò���ò�g�4���#�/���
m ∈ Z� NZ�/ª��g���g�ª��Ñ�¼����

M
ëq�4�Y�gá��#��Óh�hÑ��g�ª��Ñ�¼(���#�Q�T�h�\���4�������_�����4�"�h�

N
â����g� � P N � í ����Î��#�RÍ���â������#�g�

Í©�ð�F�h�'�Ý�#Ñ������#Ñï¼(Ôª¼
M

��� �4Ô/���h���
MmP1

�h� � ���#�g�'�#���?�g�g� � �h�C�������#� � �g�g�:¼?�/�����4�
�#�|�h��� � �g���g����Ô6� � ����ù?�g�\�����4�pP#� 4 � Ö �#�:���#�g�����4���hâ4���8���#���\Ñ�Ñ����/�����§�g�#�:Ó4��ØA�h��Ñ�Ñ����g�`�h�����#���/�����4�
�#�4Ñ � ���gÑ��g���g�ª�����h�A���#�È�q�4���

Φ(0, R)
�h���È��� � ���:�����#�4�#�����|�hÔ#Ñ��D�q���4� �gÑ��g���g�������h�`���#�ò�q�4���

Φ(m,R)
âAÍ��#�g���

R
�����Û���h� � �4� �6�h���������

E(Z� N2Z)
�h� �

m
���Ý�h�ª¼ôî/�/� � �gÑ��g���g�ª�Ý���

(Z� NZ)∗
�

Ú �h��� � �4�Q���#�����4Ô#���g�:Ó_�_�����4�QÍ§�È�F�h�&�#�RÍ	���#�RÍ*���|�_�����gÑñ�_����Ó4�D�������#�È�gÑ�Ñ����/�����ò�g�#�:Ó4�ÝØ`�h��ÑïÜ
Ñ����g���h�����#���/�����4�y���#������� � ��î|� � Ó4�g�������4�&�h�A���#�ÝÙ ÷ ØÐùÛÑ��F� � �����Y�×�q�#Ñ�Ñ�¼P�¯�?�����h�\���hÔ#Ñ��È�4�g�?Ü
�g���_���4�CÍ��ï���'�#�#Ô#Ñ����&�4� � �g�g� ü2�\�

N
Ô6�ô�h�kö�ù?� �×� � �#Ñ��#�YÍ������ �#�����×�Û�T�h�\���4���P�h�ÈÔ#���

Ñ��g�#�h���
σ/2

� ü2�\�×Ô6�h���(�4���4�#�#�
G
�h� �

H
Ô6�

E(Z� N2Z)
�h� � Ñ��\�

f(R) = NR
Í��#���¯�

�����h�(�gÑ��g�×�g�������
F = G2

�h� � �4ÔªÓ?���4�#��Ñ�¼p�/ª��g���g�ª��Ñ�¼ �g�4���#�/���hÔ#Ñ��h��ü2�\�
g = P1

âÐ�h� �
UEÈCðúÿ�æ�í)ñ îiûãå�çiæ�íóé4�VèïñÊõ�ëT©�õ�î ð�ëóä)ë:ª�ëò÷ìæ�î ð�ô�ëòíª��õ�ëòø/í ëò÷ î ñ�ù�ø/ç ç ø�ê-ägî ÷ï÷ïëóô�îiæ�ñ ëòç èìñ õ�æ�ñ
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